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Luku 1
Johdanto
Jede Lo¨sung eines Problems ist ein neues Problem
(Johann Wolfgang von Goethe, 1744-1832)
Elliptisten lineaaristen osittaisdifferentiaaliyhta¨lo¨iden teoriassa on keskeisessa¨ asemassa Di-
richlet’n reuna-arvotehta¨va¨. Ta¨ma¨n ongelman funktionaalianalyyttinen ratkaiseminen perustuu
siihen, etta¨ osoitetaan ”yleistetyn”tai ”heikon”ratkaisun olemassaolo ja mahdollinen yksika¨sittei-
syys, ja sitten pyrita¨a¨n osoittamaan, etta¨ tuollainen ratkaisu on ”klassinen” ratkaisu. Klassinen
ratkaisu sisa¨lta¨a¨ tarpeellisen ma¨a¨ra¨n osittaisderivaattoja, jotta differentiaaliyhta¨lo¨ssa¨ esiinty-
va¨t derivaatat ovat tavallisessa mielessa¨ olemassa. Yleistetyt ratkaisut ovat distribuutioita tai
sopivan Sobolev-avaruuden alkioita. Elliptisten osittaisdifferentiaaliyhta¨lo¨iden luokassa reuna-
arvotehta¨vien yleistetyt ratkaisut voidaan usein todistaa klassisiksi, edellytta¨en etta¨ differenti-
aaliyhta¨lo¨ssa¨ ja reuna-arvoissa esiintyva¨t funktiot ovat tarpeeksi sa¨a¨nno¨llisia¨, eli riitta¨va¨n usein
jatkuvasti derivoituvia. Ta¨ma¨ on seuraus siita¨, etta¨ elliptisille ja yleisemmin hypoelliptisille li-
neaarisille osittaisdifferentiaalioperaattoreille tunnettujen funktioiden lokaalisesta sa¨a¨nno¨llisyy-
sominaisuuksista seuraa ratkaisujen lokaali sa¨a¨nno¨llisyys. Ta¨ma¨ on yksi hypoelliptisille differen-
tiaalioperaattoreille tyypillinen ominaisuus.
Matematiikassa on 1930-luvulta la¨htien esiintynyt yrityksia¨ ka¨sitella¨ Dirichlet’n reuna-arvo-
tehta¨va¨n kaltaisia ongelmia ei-elliptisille differentiaalioperaattoreille. Tuloksista melkoinen osa
koskee yleistettyjen ratkaisujen olemassaoloa. Edella¨ hypoelliptisista¨ differentiaalioperaattoreis-
ta sanottu ei esta¨ sita¨ mahdollisuutta, etta¨ myo¨s joissain tapauksissa ei-hypoelliptiselle diffe-
rentiaalioperaattorille asetulle reuna-arvotehta¨va¨lle annettujen funktioiden globaalisista sa¨a¨n-
no¨llisyysominaisuuksista voi seurata yleistettyjen ratkaisuiden globaalinen sa¨a¨nno¨llisyys. Kir-
jallisuudessa tunnetaan ta¨ha¨n asti vain va¨ha¨n ta¨ma¨n suuntaisia sa¨a¨nno¨llisyystuloksia. Era¨ille
koersiivisille ei-hypoelliptisille vakiokertoimisille differentiaalioperaattoreille tunnetaan sa¨a¨nno¨l-
lisyystuloksia Dirichlet’n ongelman yleistykselle koko avaruuden tapaukseen ja kaikkien muuttu-
jien suhteen jaksollisten funktioiden luokassa, mista¨ tarkemmin la¨hteissa¨ [17] ja [18]. Tieta¨a¨kseni
ensimma¨iset sa¨a¨nno¨llisyystulokset varsinaiselle Dirichlet’n ongelmalle ei-hypoelliptisten differen-
tiaalioperaattoreiden tapauksessa ovat R. Hochmuthin va¨ito¨skirjassa [12], ja sita¨ seuraavissa K.
Doppelin ja R. Hochmuthin julkaisussa [5] seka¨ R. Hochmuthin sille kirjoittamassa jatko-osassa
[13]. E. Pehkonen esitti va¨ito¨skirjassaan [22] era¨a¨lle ei-elliptisten mutta hypoelliptisten differen-
tiaalioperaattoreiden luokalle vastaavia sa¨a¨nno¨llisyystuloksia ka¨ytta¨ma¨tta¨ hyva¨kseen lokaaleja
sa¨a¨nno¨llisyystuloksia. Toisaalta oli D. Mangeron [19]-[20] jo vuosina 1932-33 tarkastellut Di-
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richlet’n ongelmaa ei-hypoelliptiselle differentiaalioperaattorille ∂
4
∂x21∂x
2
2
. Mangeronilla ei tuolloin
ollut ka¨ytetta¨vissa¨a¨n Sobolev-avaruuksien teoriaa eika¨ distribuutioteoriaa. Ha¨n ka¨ytti sensijaan
avaruuksia, joiden elementteina¨ olivat funktiojonot, ilmeisesti seuraten R. Courantin elliptises-
sa¨ tapauksessa esitta¨ma¨a¨ menettelya¨, jonka ta¨ma¨ myo¨hemmin ”lopullisessa” muodossa julkaisi
Courant-Hilbertin monografian toisen osan [4] luvussa 7. Dirichlet’n ongelman osalta ha¨nen tu-
loksensa voi johtaa Doppel-Hochmuthin teoriasta. Toisaalta Mangeron tarkasteli myo¨s ominais-
arvotehta¨va¨a¨ differentiaalioperaattorilleen ja vastaava tutkimus puuttuu Doppel-Hochmuthin
teoriasta.
Ta¨ssa¨ tyo¨ssa¨ tarkastelemme alueessa R = (a, c)× (b, d) lineaariseen ei-hypoelliptiseen osit-
taisdifferentiaaliyhta¨lo¨o¨n
∂4
∂x2∂y2
u(x, y)− λe(x, y)u(x, y) = f(x, y)
ja reuna-arvoihin u(x, y) = 0 alueen R reunalla liittyva¨a¨ Dirichlet’n reuna-arvotehta¨va¨a¨. Ei-
hypoelliptiselle operaattorille
L(D) =
∂4
∂x2∂y2
− λe(x, y)
tavalliset elliptisille operaattoreille kehitetyt ratkaisumenetelma¨t eiva¨t muutoksitta toimi.
Ta¨ssa¨ tyo¨ssa¨ rajoitumme tarkastelemaan tapausta, jossa avaruuden L∞(R) funktio e on
positiivinen. Mangeronin yritta¨ma¨n yleisemma¨n tapauksen, jossa funktio e voi saada seka¨ posi-
tiivisia etta¨ negatiivisia arvoja, ja¨ta¨mme myo¨hemmin tutkittavaksi. Toisessa luvussa ma¨a¨ritte-
lemme erikoisen anisotrooppisen Sobolev-avaruuden ja Poincare´n epa¨yhta¨lo¨n, jonka perusteella
tieda¨mme, etta¨ Hilbert-avaruus HΓ(G) on tihea¨ Banach-avaruudessa L2(G). Todistamme lisa¨ksi
ta¨ssa¨ erikoistapauksessa Meyers-Serrin lauseen, jonka mukaan funktion u ∈ L2(R) heikkojen L2-
derivaattojen muodostama avaruus on sama kuin sen vahvojen eli klassisten L2-derivaattojen
muodostama avaruus. Kolmannessa luvussa johdamme era¨ita¨ operaattoriteorian peruska¨sitteita¨
ja tutustumme Fredholm-operaattoriin seka¨ operaattorin Friedrichs-jatkoon, jotka ovat avain-
asemassa tarkasteltavan ongelman ratkaisussa. Ma¨a¨rittelemme Fredholmin alternatiivin, jonka
mukaan annettu ongelma on joko yksika¨sitteisesti ratkaistavissa tai sitten ratkaisua ei ole tarkas-
teltavassa avaruudessa. Nelja¨nnessa¨ luvussa sovellamme mainittuja ka¨sitteita¨ ja tuloksia ka¨yta¨n-
no¨n tilanteeseen. Na¨yta¨mme, etta¨ operaattori L(D) on HΓ0 (R)-koersiivinen. Lisa¨ksi todistamme
ka¨a¨nteisoperaattorin L−1 olemassaolon ja kompaktisuuden. Viidennen luvun aiheena on ominai-
sarvotehta¨va¨. Sen ka¨sittely perustuu siihen, etta¨ operaattoreilla L−1E ja E
1
2L−1E
1
2 on samat
ominaisarvot.
Doppel-Hochmuthin teorian tuloksista seuraa suorakaiteen tapauksessa Dirichlet’n reuna-
arvotehta¨va¨n ja ominaisarvotehta¨va¨n ratkaisuille samankaltaisia sa¨a¨nno¨llisyystuloksia kuin el-
liptisten differentiaalioperaattoreiden ollessa kyseessa¨.
Osan Mangeronin tutkimustuloksista oli ennen ta¨ta¨ tyo¨ta¨ jo modernisoinut Louis Ferdinand
von Wunsch-Rolshoven Freie Universita¨t Berliinin diplomityo¨ssa¨a¨n ”Ein Eigenwertproblem fu¨r
einen nichthypoelliptischen linearen partiellen Differentialoperator vierter Ordnung mit einer po-
sitiven Gewichtsfunktion”. Ta¨ssa¨ diplomityo¨ssa¨a¨n ha¨n ei kuitenkaan tutkinut reuna-arvotehta¨va¨ssa¨
ratkaisujen tai ominaisratkaisujen sa¨a¨nno¨llisyytta¨ eika¨ edes maininnut Doppel-Hochmuthin tu-
loksista seuraavan ta¨lla¨isia sa¨a¨nno¨llisyysominaisuuksia.
Luku 2
Funktioavaruuksista
Ta¨ssa¨ esityksessa¨ ka¨yta¨mme Lebesguen mitta- ja integrointiteorian peruska¨sitteita¨ ja -tuloksia
suurinpiirtein siina¨ muodossa ja laajuudessa kuin H. Heuser on esitta¨nyt oppikirjassaan [9].
Hilbert-avaruudet ma¨a¨rittelemme ka¨ytta¨en hyva¨ksi multi-indeksimerkinta¨a¨, jonka avulla voim-
me valikoida vain tarvittavia osia tavallisesta Sobolev-avaruudesta, joka on ma¨a¨ritelty kaik-
kien osittaisderivaattojen avulla. Itseasiassa heikkojen ja vahvojen L2-derivaattojen avaruuk-
sien identtisyys on vahvasti riippuvainen ka¨yto¨ssa¨ olevasta multi-indeksijoukosta. Luvun lopuksi
esita¨mme Poincare´n epa¨yhta¨lo¨n, jonka perusteella saamme tuloksen Hilbert-avaruuden HΓ0 (G)
upotukselle Banach-avaruuteen L2(G), jota tarvitsemme ka¨a¨nteisoperaattorin kompaktisuuden
todistamisessa.
2.1 Merkinto¨ja¨, ma¨a¨ritelmia¨ ja tuloksia
Erityisesti ka¨yta¨mme seuraavan ma¨a¨ritelma¨n ja lauseen ka¨sitteita¨.
Ma¨a¨ritelma¨ 2.1.1 Olkoon avaruuden IRn joukko A Lebesguen mitallinen. Sellaisten Lebesgue-
mitallisten funktioiden f : A → C, joille Lebesguen-integraali ∫A |f |2dx on a¨a¨rellinen, muodos-
tamaa lineaariavaruutta merkitsemme L2(A). Ta¨ssa¨ avaruudessa ma¨a¨rittelemme
(f, g)0 :=
∫
A
f(x)g(x)dx, ||f ||0 := +
√
(f, f)0.
Avaruudessa L2(A) sanomme kahden funktion f ja g olevan ekvivalentteja, f ∼ g, jos ne yhtyva¨t
melkein kaikkialla joukossa A. Na¨in saatavien ekvivalenssiluokkien
{f} :=
{
g ∈ L2(A) | g ∼ f, f ∈ L2(A)
}
muodostamaa lineaariavaruutta merkitsemme L2(A). Avaruudessa L2(A) ma¨a¨rittelemme sisa¨-
tulon
({f}, {g}) :=
∫
A
f(x)g(x)dx,
ja vastaavan normin
||{f}|| := + ({f}, {f}) 12 .
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Huomautus 2.1.2 Sisa¨tulo (·, ·)0 on konjugaattilineaarinen ensimma¨isen muuttujan suhteen:
(λf, g)0 = λ(f, g)0.
Lause 2.1.3 Avaruus L2(A) varustettuna sisa¨tulolla ({f}, {g}) on Hilbert-avaruus.
Ta¨sta¨ la¨htien samaistamme merkinna¨t {f} ja f seka¨ L2(A) ja L2(A). Kaikille funktioille f ja g
avaruudesta L2(A) on voimassa Cauchy-Schwarzin epa¨yhta¨lo¨
|(f, g)0| ≤ ||f ||0||g||0. (2.1)
2.2 Hilbert-avaruudet HΓ(G) ja HΓ0 (G)
Ma¨a¨ritelma¨ 2.2.1 Olkoon IN0 := IN ∪ {0}. Jonoa (α1, . . . , αn) =: α ∈ INn0 luvuista αj joukosta
IN0 sanomme multi-indeksiksi. Na¨ille multi-indekseille α ja β joukosta INn0 ma¨a¨rittelemme:
1. α+ β := (α1 + β1, . . . , αn + βn) ∈ INn0 .
2. tα := (tα1, . . . , tαn) ∈ INn0 , missa¨ luku t ∈ IN0 ja multi-indeksi α ∈ INn0 .
3. Lukua |α| := α1 + . . .+ αn kutsumme multi-indeksin α pituudeksi.
4. Jos multi-indekseille α ja β joukosta INn0 on voimassa αj ≤ βj , kaikille luvuille j joukosta
{1, . . . , n}, niin ma¨a¨rittelemme α ≤ β.
5. ξα := ξα11 · · · ξαnn , missa¨ ξ = (ξ1, · · · , ξn) ∈ IRn ja α ∈ INn0 .
6. Dα := Dα11 · · ·Dαnn , missa¨ Dj := −i ∂∂xj (i2 = −1) ja α ∈ INn0 .
Ta¨ssa¨ tyo¨ssa¨ tarkastellaan a¨a¨rellisia¨ multi-indeksijoukkoja Γ. Na¨ihin liiteta¨a¨n seuraavan ma¨a¨ri-
telma¨n mukaiset multi-indeksijoukot.
Ma¨a¨ritelma¨ 2.2.2 A¨a¨relliselle multi-indeksijoukolle Γ ⊂ INn0 otetaan ka¨ytto¨o¨n seuraavat multi-
indeksijoukot:
1. Γ0 := Γ ∪ {(0, . . . , 0)},
2. Γ∗ := {α ∈ Γ | {β ∈ Γ | β ≥ α} = {α}} (joukon Γ maksimaalisten elementtien joukko),
3. 2Γ := {β ∈ INn0 | β = 2α, missa¨ α ∈ Γ} ,
4. Γ˜ := {α ∈ INn0 | on olemassa multi-indeksi β ∈ Γ, jolle pa¨tee α ≤ β} (joukon Γ ”ta¨ytto¨”).
Edelleen ma¨a¨ritella¨a¨n
5. Λk := {α ∈ INn0 | |α| ≤ k},
6. Λ∗k := {α ∈ INn0 | |α| = k}.
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Ma¨a¨ritelma¨ 2.2.3 Olkoon m1 + . . .+mk = n. Seuraavan merkinna¨n
l1 = 0, lj =
j−1∑
h=1
mh (2 ≤ j ≤ k), ∆j :=
mj∑
h=1
D2lj+h
avulla ma¨a¨rittelemme differentiaalioperaattorin
L(D) := ∆1 . . .∆k.
Lause 2.2.4 Tarkastelemme erikoistapausta k = 2 ja m1 = m2 = 1. Silloin pa¨tee
L(D) = D21D
2
2 =
∂4
∂x21∂x
2
2
. (2.2)
Differentiaalioperaattoriin (2.2) liittyy symboli q(ξ) = ξ21ξ
2
2 , missa¨ ξ = (ξ1, ξ2) kuuluu avaruu-
teen IR2. Koska pa¨tee ∂
2q
∂ξ21
= 2ξ22 , on avaruuden IR
2 jonolle (ξ(n))n∈IN, jolle pa¨tee ξ(n) = ( 1n , n),
voimassa
lim
n→∞ |ξ
(n)| =∞ ja lim
n→∞
∂2q
∂ξ21
(ξ(n))
q(ξ(n))
=∞.
Ta¨ten on differentiaalioperaattori L(D) L. Ho¨rmanderin [14] mukaan ei-hypoelliptinen.
Olkoon G avaruuden IRn rajoitettu avoin osajoukko ja CΓ(G) kaikkien joukossa G jatku-
vien funktioiden1 f , joiden derivaatat Dαf kaikille multi-indekseille α joukosta Γ˜ ovat jatkuvia,
muodostama lineaariavaruus. Olkoon Ck(G) kaikkien joukossa G jatkuvien funktioiden f , joiden
derivaatat Dαf kaikille multi-indekseille α joukosta Λk ovat jatkuvia, muodostama lineaariava-
ruus.
Jatkuvan funktion kantaja on
supp u := {x ∈ G | u(x) 6= 0}.
Avaruuden CΓ(G) funktioiden, joiden kantaja on kompakti ja sisa¨ltyy joukkoonG, muodostamaa
lineaariavaruutta merkita¨a¨n CΓ0 (G). Avaruuden C
k(G) funktioiden, joiden kantaja on kompakti
ja sisa¨ltyy joukkoon G, muodostamaa lineaariavaruutta merkita¨a¨n Ck0 (G). Merkita¨a¨n myo¨s
C∞0 (G) =
⋂
k∈IN0
Ck0 (G).
Lisa¨ksi ma¨a¨ritella¨a¨n avaruus
CΓ∗ (G) :=
{
u
∣∣∣u ∈ CΓ(G), Dαu ∈ L2(G), jokaisella α ∈ Γ˜} .
Avaruudessa CΓ∗ (G) ma¨a¨ritellemme sisa¨tulon
(u, v)Γ :=
∑
α∈Γ˜
∫
G
Dαu(x)Dαv(x)dx,
1Ta¨ssa¨ tyo¨ssa¨ esiintyva¨t funktiot ka¨sita¨mme kompleksiarvoisiksi, jollei erityisesti toisin mainita.
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jonka avulla voimme ma¨a¨ritella¨ normin ||u||Γ:
||u||2Γ := (u, u)Γ =
∑
α∈Γ˜
||Dαu||20.
Ta¨ydellista¨ma¨lla¨ avaruus CΓ∗ (G) sisa¨tulon (·, ·)Γ suhteen saadaan Hilbert-avaruus HΓ(G) (ava-
ruuden CΓ∗ (G) Cauchy-jonojen ekvivalenssiluokkien joukkona). Ta¨ssa¨ avaruudessa on sisa¨tulona
(u, v)∗Γ := lim
j→∞
(vj , uj)Γ,
missa¨ Cauchy-jonot (uj) ja (vj) ovat jotkin avaruuden HΓ(G) elementtien u ja v edustajat
avaruudessa CΓ∗ (G). Sisa¨tulo on riippumaton edustajien valinnasta.
Ma¨a¨ritelma¨ 2.2.5 Olkoon avaruuden L2(G) funktiolla u jono (uk) avaruudessa CΓ∗ (G), jolla
on seuraavat ominaisuudet
1. limk→∞ ||u− uk||0 = 0,
2. limk,l→∞ ||Dαuk −Dαul||0 = 0, kun α ∈ Γ˜.
Ta¨llo¨in Cauchy-jonolla (Dαuk) on Hilbert-avaruudessa L2(G) rajaelementti wα, jota kutsutaan
funktion u vahvaksi L2-derivaataksi kertalukua α.
Lause 2.2.6 Jokaiselle avaruuden HΓ(G) funktiolle u on olemassa jono (uk) avaruudessa CΓ∗ (G),
jolle ma¨a¨ritelma¨n 2.2.5 ehdot ovat voimassa kaikille α ∈ Γ˜.
Todistus Funktiolle u avaruudesta HΓ(G) voidaan valita jono (uk) avaruudesta CΓ∗ (G), jolle on
avaruudessa L2(G) voimassa uk → u ja
lim
k,l→∞
∑
α∈Γ˜
||Dαuk −Dαul||20 = 0.
Siten jono (Dαuk) on kaikille multi-indekseille α joukosta Γ˜ Cauchy-jono. 2
Ma¨a¨ritelma¨ 2.2.7 Olkoon avaruuden L2(G) funktiolle u olemassa multi-indeksiin α joukos-
ta INn0 liittyva¨ funktio vα avaruudesta L
2(G), jolle on kaikille avaruuden C∞0 (G) funktioille ψ
voimassa
(u,Dαψ)0 = (vα, ψ)0.
Funktiota vα kutsutaan funktion u heikoksi L2-derivaataksi kertalukua α.
Ma¨a¨ritelma¨ 2.2.8 Ma¨a¨ritella¨a¨n heikkojen L2-derivaattojen avulla avaruus
WΓ(G) := {u ∈ L2(G) | vα ∈ L2(G) kaikille multi-indekseille α ∈ Γ˜}.
Na¨yta¨mme seuraavaksi, etta¨ funktion u vahva L2-derivaatta on myo¨s heikko L2-derivaatta.
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Lause 2.2.9 Jos funktiolla u avaruudesta L2(G) on kaikille multi-indekseille α joukosta Γ˜ vah-
vat L2-derivaatat, joilla on ma¨a¨ritelma¨n 2.2.5 ominaisuudet (1) ja (2), niin na¨ma¨ ovat saman
funktion u heikkoja L2-derivaattoja.
Todistus Oletuksista seuraa, etta¨ funktiolle u on olemassa jono (uk) avaruudessa CΓ˜∗ (G), jolla
on ma¨a¨ritelma¨n 2.2.5 ominaisuudet (1) ja (2) kaikille α ∈ Γ˜. Olkoon multi-indeksille α joukosta
Γ˜ avaruuden L2(G) funktio vα jonon (Dαuk) rajaelementti. Funktioille uk avaruudesta CΓ˜∗ (G)
ja ψ avaruudesta C∞0 (G) saamme osittaisintegroinnilla
(uk, Dαψ)0 = (D
αuk, ψ)0 .
Rajanka¨ynnilla¨ k →∞ saamme
(u,Dαψ)0 = (vα, ψ)0 ,
joten vα on funktion u heikko L2-derivaatta. 2
Lause 2.2.10 On voimassa HΓ(G) = WΓ(G).
Todistus Lauseen 2.2.9 perusteella avaruus HΓ(G) sisa¨ltyy avaruuteen WΓ(G). On siis osoi-
tettava, etta¨ avaruus WΓ(G) sisa¨ltyy avaruuteen HΓ(G). Avaruuden HΓ(G) ma¨a¨ritelma¨n pe-
rusteella on riitta¨va¨a¨ osoittaa, etta¨ avaruus CΓ∗ (G) on tihea¨ avaruudessa WΓ(G). Ta¨ma¨n todis-
tamiseksi tarvitsemme Fridrichsin silotusta (vertaa Adams [1] lause 2.17 sivulla 29). Otetaan
ka¨ytto¨o¨n merkinna¨t Cn1 := {x ∈ Cn | |x| < 1} ja Cnε := {x ∈ Cn | |x| < ε}. Olkoon J positiivinen
reaaliarvoinen kuvaus avaruudessa C∞0 (IR
n), jolle on voimassa
J(x) = 0, kun |x| ≥ 1 ja
∫
IRn
J(x)dx = 1.
Esimerkki funktiosta, joka toteuttaa edella¨ esitetyt ehdot, on
J : IRn → IR, x 7→
{
κ exp[− 1
1−|x|2 ] |x| < 1
0 |x| ≥ 1 , missa¨ κ :=
(∫
Cn1
exp[− 1
1− |x|2 ]dx
)−1
Ma¨a¨ritella¨a¨n jokaiselle positiiviselle reaaliluvulle ε avaruudessa C∞0 (IR
n) uusi funktio
Jε(x) = ε−nJ(
x
ε
).
Nyt on kaikille |x| ≥ ε voimassa Jε(x) = 0 ja∫
IRn
Jε(x)dx = 1.
Funktiota Jε kutsutaan silotusfunktioksi ja konvoluutiota
(Jε ∗ u) (x) =
∫
IRn
Jε(x− y)u(y)dy (2.3)
sellaisen funktion u kanssa, jolle yhta¨lo¨n (2.3) oikea puoli on ma¨a¨ritelty, kutsutaan funktion u
silotukseksi. Kun merkitsemme u˜ sellaisia funktioita avaruudesta L2(G), jotka on jatkettu koko
avaruuteen IRn
u˜ : IRn → IR, x 7→ u˜(x) =
{
u(x), kun x kuuluu joukkoon G
0, kun x kuuluu joukkoon IRn \G ,
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on konvoluutio ma¨a¨ritelty yhta¨lo¨n
(Jε ∗ u) (x) =
∫
IRn
Jε(x− y)u˜(y)dy
avulla. Seuraavassa lemmassa esitella¨a¨n muutamia jatkossa tarvittavia Friedrichsin silotuksen
ominaisuuksia.
Lemma 2.2.11 Avaruuden WΓ(G) funktiolle u on voimassa
1. Olkoon K sellainen joukon G kompakti osajoukko, jonka ulkopuolella funktio u ha¨via¨a¨.
Ta¨llo¨in on positiiviselle reaaliluvulle
ε < inf{ |x− y| | x ∈ K, y ∈ ∂G}
voimassa, etta¨ konvoluutio Jε ∗ u kuuluu avaruuteen C∞0 (G).
2. Olkoon G
′
sellainen joukon G rajoitettu avoin osajoukko, jonka sulkeuma G′ sisa¨ltyy jouk-
koon G. Ta¨llo¨in pa¨tee edellisen kohdan ehdon ta¨ytta¨va¨lle luvulle ε, etta¨ konvoluutio Jε ∗ u
kuuluu avaruuteen WΓ(G
′
) ja
lim
ε→0 ||Jε ∗ u− u||Γ,G′ = 0.
Lemman 2.2.11 todistus Kohdan 1. todistus seuraa la¨hteen [1] sivulla 29 olevan lemman
2.18 b-kohdasta. Toisen kohdan todistamiseksi olkoon luku ε kuten lemman 2.2.11 kohdassa 1.
Ta¨llo¨in on Fubinin lauseen nojalla ja osittaisintegroinnilla kaikille avaruuden C∞0 (G
′
) funktioille
φ ja kaikille multi-indekseille α joukosta Γ˜ voimassa∫
G′
(Jε ∗ u) (x)Dαφ(x)dx =
∫
IRn
[∫
IRn
Jε(x− y)u˜(y)dy
]
Dαφ˜(x)dx =
∫
IRn
∫
IRn
Jε(y)u˜(x− y)Dαφ˜(x)dxdy
=
∫
Cnε
Jε(y)
[∫
G′
u(x− y)Dαφ(x)dx
]
dy =
∫
Cnε
Jε(y)
[∫
G′
∂αu(x− y)φ(x)dx
]
dy
=
∫
IRn
∫
IRn
Jε(y) ˜(∂αu)(x− y)φ˜(x)dxdy =∫
G′
[∫
IRn
Jε(x− y) ˜(∂αu)(y)]φ(x)dxdy
=
∫
G′
(Jε ∗ ∂αu) (x)φ(x)dx,
eli olemme todistaneet konvoluution derivointikaavan
∂α (Jε ∗ u) = Jε ∗ ∂αu. (2.4)
Kaikille multi-indekseille α joukosta Γ˜ on la¨hteen [1] sivulla 29 olevan lemman 2.18 c-kohdan ja
funktion u ominaisuuksien perusteella voimassa, etta¨ konvoluutio Jε ∗ ∂αu kuuluu avaruuteen
L2(G
′
) ja siten kaavasta (2.4) seuraa, etta¨ konvoluutio Jε ∗u kuuluu avaruuteen WΓ(G′). Lisa¨ksi
seuraa kaavasta (2.4) ja jo kerran ka¨ytetysta¨ la¨hteen [1] lemman 2.18 c-kohdasta kaikille multi-
indekseille α joukosta Γ˜
lim
ε→0 ||∂
α (Jε ∗ u)− ∂αu||0,G′ = limε→0 ||Jε ∗ ∂
αu− ∂αu||0,G′ = 0,
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eli
lim
ε→0 ||Jε ∗ u− u||Γ˜,G′ = 0. 2
Palataan lauseen 2.2.10 todistukseen. Ma¨a¨ritella¨a¨n jokaiselle positiiviselle kokonaisluvulle
k joukko
Ωk :=
{
x ∈ Ω | |x| < k, inf{|x− y| | y ∈ ∂Ω} > 1
k
}
ja Ω0 := Ω−1 := ∅. Joukon Ω avoimien osajoukkojen joukko
O :=
{
Uk
∣∣∣Uk := Ωk+1⋂(IRn \ Ωk−1) , k ∈ IN}
on joukon Ω peitto. Olkoon Ψ joukkoon O kuuluva joukon Ω ykko¨sen hajotelma. La¨hteessa¨ [1] on
sivulla 51 lauseessa 3.14 ma¨a¨ritelty ykko¨sen hajotelma. Olkoon avaruuden C∞0 (IR
n) funktio ψk
a¨a¨rellinen summa funktioita ψ joukosta Ψ, joiden kantaja sisa¨ltyy joukoon Uk. Kaikille joukon
Ω elementeille x pa¨tee, etta¨ funktio ψk kuuluu avaruuteen C∞0 (Uk) ja
∞∑
k=1
ψk(x) = 1.
Leibnizin tulokaava heikoille L2-derivaatoille ja multi-indekseille α joukosta Γ on
∂α (ψku) =
∑
β∈Γ˜, β≤α
(
α
β
)
∂βu∂α−βψk.
Ta¨sta¨ seuraa multi-indekseille α joukosta Γ, funktioille u avaruudesta WΓ(Ω) ja funktioille ψk
avaruudesta C∞0 (Uk), etta¨ tulo ψku on avaruudessa WΓ(Ω). Koska tulo ψku ha¨via¨a¨ funktion ψk
kantajan ulkopuolella ja saa joukkoon Ω sisa¨ltyva¨ssa¨ rajoitetussa avoimessa joukossa
Vk := Ωk+2 ∩ (IRn \ Ωk−2)
arvon
1
k + 1
− 1
k + 2
≤ inf{|x− y|},
missa¨ x kuuluu joukkoon supp ψk ja y joukkoon ∂Vk, seuraa lemman 2.2.11 nojalla positiiviselle
reaaliluvulle
ε <
1
k + 1
− 1
k + 2
,
etta¨
supp (Jε ∗ (ψku)) ⊂ Vk.
Lisa¨ksi on olemassa positiivinen reaaliluku
εk <
1
k + 1
− 1
k + 2
,
jolle pa¨tee
||Jεk ∗ (ψku)− ψku||Γ,Ω = ||Jεk ∗ (ψku)− ψku||Γ,Vk <
ε
2k+1
.
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Olkoon voimassa
φ :=
∞∑
k=1
Jεk ∗ (ψku) .
Jokaisessa joukkoon Ω kuuluvassa kompaktissa joukossa Ω
′
sa¨ilyy vain a¨a¨rellinen ma¨a¨ra¨ yhteen-
laskettavia, joten funktio φ asuu avaruudessa C∞(Ω). Joukon Ωk elementille x on voimassa
u(x) =
k+2∑
j=1
ψj(x)u(x) ja φ(x) =
k+2∑
j=1
[
Jεj ∗ (ψju)
]
(x),
joten pa¨tee
||u− φ||Γ,Ωk ≤
k+2∑
j=1
||
[
Jεj ∗ (ψju)
]
− ψju||Γ,Ω < ε2 , (2.5)
mista¨ seuraa kolmioepa¨yhta¨lo¨n nojalla
||φ||Γ,Ωk ≤ ||u− φ||Γ,Ωk + ||u||Γ,Ωk <
ε
2
+ ||u||Γ,Ω.
Monotonisen konvergenssilauseen nojalla on voimassa
lim
k→∞
||φ||Γ,Ωk = ||φ||Γ,Ω,
joten funktio φ asuu avaruudessa HΓ(Ω) ja siten avaruuden HΓ(Ω) ma¨a¨ritelma¨n mukaan ava-
ruudessa C∞∗ (Ω). 2
Lause 2.2.12 Jokainen heikko L2-derivaatta on yksika¨sitteisesti ma¨a¨ra¨tty.
Todistus Olkoon funktiolla u avaruudessa L2(G) kaksi samaa kertalukua α olevaa heikkoa L2-
derivaattaa vα ja v∗α. Ta¨llo¨in on kaikille funktioille ψ avaruudesta C∞0 (G) voimassa
(vα − v∗α, ψ)0 = 0. 2
Koska vahva L2-derivaatta on heikko L2-derivaatta, ja heikko L2-derivaatta on ma¨a¨ritelty yksi-
ka¨sitteisesti, on myo¨s vahva L2-derivaatta ma¨a¨ra¨tty yksika¨sitteisesti. Nyt on osoitettavissa, etta¨
sisa¨tulolla (u, v)∗Γ on myo¨s lauseke
(u, v)∗Γ =
∑
α∈Γ˜
(Dαu,Dαv)0 =: (u, v)Γ,
missa¨ derivaatat ovat L2-mielessa¨ vahvoja. Avaruuden C∞0 (G) sulkeumaa avaruudessa HΓ(G)
varustettuna sisa¨tulolla (·, ·)Γ merkita¨a¨n HΓ0 (G) ja multi-indeksijoukkoon Λk liittyvia¨ avaruuksia
Hk(G) := HΛk(G) ja Hk0 (G) := H
Λk
0 (G).
Avaruuteen Hk0 (G) voidaan ma¨a¨ritella¨ sisa¨tulo
(u, v)Λ∗
k
,G =
∑
|α|=k
(Dαu,Dαv)0.
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Jos kahdelle eri multi-indeksijoukolle Γ1 ja Γ2 on voimassa Γ∗1 =Γ∗2, niin pa¨tee
HΓ10 (G)=H
Γ2
0 (G) ja H
Γ1(G)=HΓ2(G).
Erityisesti on voimassa
HΓ0 (G) = H
Γ∗
0 (G) ja H
Γ(G) = HΓ
∗
(G).
Lause 2.2.13 (Poincare´n epa¨yhta¨lo¨) Olkoon G avaruuden IRn avoin osajoukko, jolle on yh-
delle indeksille j va¨lilla¨ [1, n] voimassa
G ⊂ {x ∈ IRn | xj ∈ (a, b)}.
Ta¨llo¨in on kaikille avaruuden C∞0 (G) funktioille u voimassa
||u||0 ≤ d
pi
||Dju||0,
missa¨ d := b− a.
Todistus Katso la¨hteesta¨ [2] lause 4.10 sivulla 122.
Ka¨yta¨mme edella¨ saatuja tuloksia apuna tarkasteltaessa Hilbert-avaruudenHΓ0 (G) upotusta ava-
ruuteen L2(G). Olkoon kaikille indekseille j suljetulta va¨lilta¨ [1, n] voimassa ylha¨a¨lta¨ rajoittava
ehto
dj(G) := sup{|s− t| | s, t ∈ prj(G)},
missa¨ prj : IR
n → IR on projektiokuvaus j :n koordinaattiakselin suuntaan, ja merkita¨a¨n
dΓ(G) := min
(α1,...,αn)∈Γ
n∏
j=1
[
dj(G)
pi
]αj
.
Koska lauseessa 2.2.13 vakio d on itseasiassa joukon G yksiuloitteisen projektion mitta, seuraa
lauseesta 2.2.13 jokaiselle multi-indeksille α joukosta Γ ja funktiolle ψ avaruudesta C∞0 (G)
||ψ||0,G ≤
n∏
j=1
[
dj(G)
pi
]αj ∑
β∈Γ
||Dβψ||20,G
 12 .
Huomautus 2.2.14 Kaikille funktioille ψ avaruudesta C∞0 (G) on voimassa epa¨yhta¨lo¨
||ψ||0,G ≤ dΓ(G)
∑
β∈Γ
||Dβψ||20,G
 12 . (2.6)
Erikoisesti, kun luku dΓ(G) on a¨a¨rellinen, ovat sisa¨tulot
(·, ·)Γ,G ja
∑
β∈Γ˜
(Dβ·, Dβ·)0,G
ekvivalentit.
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Seuraus 2.2.15 Kun dΓ(G) on a¨a¨rellinen, on Hilbert-avaruus
(
HΓ0 (G), (·, ·)Γ,G
)
upotettu jat-
kuvasti ja tihea¨sti avaruuteen L2(G) ja upotuksen E : HΓ0 (G) → L2(G) operaattorinormille
pa¨tee
||E|| ≤ dΓ(G).
Todistus Va¨ite seuraa suoraan epa¨yhta¨lo¨sta¨ (2.6). 2
Luku 3
Operaattoriteoriaa
Ta¨ssa¨ luvussa ma¨a¨ritella¨a¨n aluksi lineaarioperaattori ja suljettu operaattori. Itseasiassa jokai-
nen rajoitettu lineaarioperaattori on suljettu. Adjungoidun operaattorin kohdalla tulee vastaan
ensimma¨inen funktionaalianalyysin lause, Fre´chet-Rieszin esityslause, jonka perustella adjungoi-
dun operaattorin T ∗ ma¨a¨rittelyjoukon elementit on yksika¨sitteisesti ma¨a¨ra¨tty operaattorin T
avulla. Ta¨ma¨n ja¨lkeen tulee ajankohtaiseksi ma¨a¨ritella¨ kompakti operaattori. Sen ja¨lkeen tut-
kimme kuinka operaattoritulon kompaktisuus ma¨a¨ritella¨a¨n. Ta¨ma¨n luvun toisessa osassa ma¨a¨rit-
telemme jatkossa eritta¨in ta¨rkea¨n koersiivisyyden G˚ardingin epa¨yhta¨lo¨n avulla. Ta¨ma¨n ja¨lkeen
ma¨a¨rittelemme hieman tarvittavia kohtia ominaisarvoja ka¨sitteleva¨sta¨ teoriasta. Jatkon kannal-
ta ta¨rkea¨ tulos liittyy itseadjungoidun operaattorin spektriin. Kolmannessa osassa todistamme
Fredholmin alternatiivin Lax-Milgramin lauseen ja Riesz-Fischerin lauseen avulla. Samalla huo-
maamme, etta¨ V -koersiivinen operaattori voidaan lausua kompaktin operaattorin ja rajoitetun
rajoitetusti ka¨a¨ntyva¨n operaattorin summana.
3.1 Ma¨a¨ritelmia¨
Olkoot X ja Y kompleksisia Hilbert-avaruuksia2. Tutkimme lineaarikuvauksia T : D(T ) → Y,
joita kutsumme lineaarioperaattoreiksi, missa¨ operaattori T on ma¨a¨ritelty avaruuden X aliava-
ruudessa D(T ). Jatkossa samaistamme merkinna¨t Tx ja T (x) ellei ole sekaantumisen vaaraa.
Lause 3.1.1 Olkoon T : D(T )→ Y on lineaarinen ja piste x0 joukosta D(T ). Seuraavat ehdot
ovat yhta¨pita¨via¨:
1. Operaattori T on jatkuva.
2. Operaattori T on jatkuva pisteessa¨ x0.
3. Operaattorinormille on voimassa sup{||Tx||Y | x ∈ D(T ), ||x||X ≤ 1} <∞.
4. On olemassa vakio K, jolle on kaikille operaattorin T ma¨a¨rittelyjoukon D(T ) pisteille x
voimassa ||Tx||Y ≤ K||x||X .
2Ta¨ssa¨ tyo¨ssa¨ ka¨yta¨mme yleensa¨ kompleksisia Hilbert-avaruuksia, joille varaamme merkinna¨t H, V, X, Y ja
Z.
14
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Todistus Katso la¨hteesta¨ [2] lemma 3.1 sivulla 101.
Jatkuvien lineaarioperaattoreiden joukko on L(X,Y ), missa¨ kuvaus T avaruudesta X avaruuteen
Y on jatkuva ja lineaarinen. Lauseen 3.1.1 kolmannen kohdan mukaan on lineaarioperaattorin
T operaattorinormi
||T ||L(X,Y ) := sup{||Tx||Y | x ∈ X, ||x||X ≤ 1}
a¨a¨rellinen. Jatkossa samaistamme merkinna¨t ||T || ja ||T ||L(X,Y ) ellei ole sekaannuksen vaaraa.
Lauseen 3.1.1 todistuksen perusteella on ||T || pienin luku, joka toteuttaa ehdon
||Tx||Y ≤ ||T || ||x||X .
Ta¨sta¨ epa¨yhta¨lo¨sta¨ seuraa va¨litto¨ma¨sti kolmioepa¨yhta¨lo¨n perusteella
||(T1 + T2)x||Y ≤ ||T1x||Y + ||T2x||Y ≤ (||T1||+ ||T2||) ||x||X ,
eli operaattorisumma T1 + T2 kuuluu joukkoon L(X,Y ), joten epa¨yhta¨lo¨
||T1 + T2|| ≤ ||T1||+ ||T2||
on tosi.
Lause 3.1.2 Avaruus L(X,Y ) varustettuna normilla || · ||L(X,Y ) on Banach-avaruus. Olkoot
operaattorit T avaruudesta L(X,Y ) ja S avaruudesta L(Y, Z). Ta¨llo¨in operaattoritulo ST kuuluu
avaruuteen L(X,Z) ja
||ST ||L(X,Z) ≤ ||S||L(Y,Z)||T ||L(X,Y ).
Todistus Katso la¨hteesta¨ [2] lause 3.3 sivulla 102.
Ma¨a¨ritelma¨ 3.1.3 Operaattori T on tihea¨sti ma¨a¨ritelty, jos sen ma¨a¨rittelyjoukko D(T ) on
tihea¨ avaruudessa Y eli jokaista ma¨a¨rittelyjoukon D(T ) pistetta¨ x ja jokaista positiivista¨ lukua
ε kohti on olemassa sellainen ma¨a¨rittelyjoukon D(T ) piste y, jolle on voimassa
||y − x|| < ε.
Ma¨a¨ritelma¨ 3.1.4 Tihea¨sti ma¨a¨ritelty lineaarioperaattori T : D(T ) → X, missa¨ joukko D(T )
sisa¨ltyy avaruuteen X, on symmetrinen, jos kaikille elementeille u ja v joukosta D(T ) on voi-
massa
(Tu, v)X = (u, Tv)X .
Ma¨a¨ritelma¨ 3.1.5 Operaattori T : D(T )→ Y on suljettu, jos ehdoista
1. limj→∞ ||xj − x||X → 0,
2. limj→∞ ||Txj − y||Y → 0,
missa¨ jono (xj) sisa¨ltyy operaattorin T ma¨a¨rittelyjoukkoon, elementti x on avaruudessa X ja
elementti y avaruudessa Y, seuraa, etta¨ elementti x kuuluu operaattorin T ma¨a¨rittelyjoukkoon
ja Tx = y.
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Seuraus 3.1.6 Jokainen rajoitettu lineaarinen operaattori on suljettu.
Ma¨a¨ritelma¨ 3.1.7 Operaattoria T
′
kutsutaan operaattorin T jatkoksi, jos seuraavat ehdot pi-
ta¨va¨t paikkansa
1. D(T ) ⊂ D(T ′),
2. T
′
x = Tx,
kaikille elementeille x operaattorin T ma¨a¨rittelyjoukosta D(T ). Ta¨llo¨in on T operaattorin T
′
kutistus joukkoon D(T ).
Ma¨a¨ritelma¨ 3.1.8 Operaattoreiden va¨liset operaatiot ma¨a¨ritella¨a¨n seuraavasti.
T1 + T2 : Summaoperaattorin ma¨a¨rittelyjoukko on D(T1 + T2) := D(T1) ∩D(T2)
ja (T1 + T2)x := T1x+ T2x, kun elementti x kuuluu joukkoon D(T1 + T2).
γT : Ma¨a¨rittelyjoukko on D(γT ) := D(T ) ja (γT )x := γ(Tx), kun elementti x kuuluu joukkoon
D(γT ), missa¨ γ 6= 0 on kompleksiluku.
T1T2 : Operaattoritulolle on voimassa (T1T2)x := T1(T2x), kun elementti x kuuluu operaattorin
T2 ja T2x operaattorin T1 ma¨a¨rittelyjoukkoon.
T−1 : Jos kaikille x, y ∈ D(T ) vain arvoille x=y on voimassa Tx=Ty eli T injektio, ma¨a¨ritte-
lemme D(T−1) :=R(T ), missa¨ R(T ) on operaattorin T arvojoukko, ja T−1(Tx) :=x, kun
elementti x kuuluu operaattorin T ma¨a¨rittelyjoukkoon D(T ).
Koska operaattorit T, T1 ja T2 ovat lineaarisia, niin myo¨s ylla¨ ma¨a¨ritellyt uudet operaattorit
ovat lineaarisia. Ka¨a¨nteisoperaattorin T−1 olemassaoloon lineaariselle operaattorille T riitta¨a¨
osoittaa, etta¨ pa¨tee Tx = 0 silloin ja vain silloin kun x = 0.
Ma¨a¨ritelma¨ 3.1.9 Olkoon T : X → Y tihea¨sti ma¨a¨ritelty operaattori. Operaattorin T adjun-
goitua operaattoria merkita¨a¨n T ∗. Ma¨a¨rittelyjoukko D(T ∗) koostuu niista¨ avaruuden Y elemen-
teista¨ x, joille on olemassa sellainen elementti x∗ avaruudessa Y, etta¨ kaikille elementeille y
operaattorin T ma¨a¨rittelyjoukosta D(T ) pa¨tee
(x, Ty) = (x∗, y). (3.1)
Elementti x∗ on yksika¨sitteisesti ma¨a¨ra¨tty ja kirjoitamme T ∗x := x∗.
Lause 3.1.10 (Fre´chet-Rieszin esityslause) Olkoon (X, (·, ·)) Hilbert-avaruus. Jokaiselle jat-
kuvalle lineaariselle funktionaalille L : X → C on olemassa tasan yksi sellainen elementti y∗
avaruudessa X, etta¨ kaikille elementeille x avaruudesta X on voimassa
Lx := (y∗, x). (3.2)
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Todistus Joukko M := {x ∈ X| Lx = 0} on avaruuden X suljettu lineaarialiavaruus. Va¨ite
on voimassa arvolla y∗= 0, jos avaruudet M ja X ovat samat. Olkoon siis avaruus M avaruu-
den X aito osajoukko. Ta¨llo¨in on olemassa sellainen elementti y 6= 0 avaruudesta X, joka on
ortogonaalinen avaruuden M kanssa. Olkoon voimassa
y∗=
Ly
||y||2 y.
Ta¨llo¨in yhta¨lo¨ (3.2) on voimassa muodossa 0 = 0, jos elementti x on avaruudesta M. Olkoon
x mielivaltainen elementti avaruudesta X. Valinnalla Ly 6= 0 ja γ := LxLy kuuluu elementti
x1 = x− γy avaruuteen M, eli
Lx = L(x1 + γy) = Lx1 + γLy = (y∗, x1) + γ(y∗, y) = (y∗, x1 + γy) = (y∗, x).
Olkoon y∗1 ja y∗2 ylla¨olevan kaavan toteuttavaa elementtia¨. Ta¨llo¨in on voimassa
Lx = (y∗1, x) = (y
∗
2, x).
Nyt on kaikille elementeille x avaruudestaX voimassa 0 = (y∗1−y∗2, x). Voimme valita x = y∗1−y∗x,
joten pa¨tee
0 = ||y∗1 − y∗2||2
eli y∗1 = y∗2. 2
Selva¨sti operaattori T ∗ on aina lineaarinen ja sisa¨tulon jatkuvuuden nojalla suljettu. Erikoisesti,
jos T on rajoitettu lineaarioperaattori, seuraa Fre´chet-Rieszin esityslauseesta 3.1.10, etta¨ ope-
raattorin T ∗ ma¨a¨rittelyjoukkona D(T ∗) on avaruus X ja operaattori T ∗ rajoitettu. Itseasiassa
normit ||T ∗|| ja ||T || ovat yhta¨suuret.
Lause 3.1.11 Adjungoitujen operaattoreiden laskusa¨a¨nno¨t ovat:
1. Jos kaikille elementeille x avaruudesta Y pa¨tee Ox := 0, on O nollaoperaattori ja O∗ = O.
2. Jos kaikille elementeille x avaruudesta Y pa¨tee Ix = x, on I identtinen operaattori ja
I∗ = I.
3. Kaikille kompleksiluvuille γ on voimassa (γI)∗ = γI.
4. (T1 + T2)∗ ⊃ T ∗1 + T ∗2
5. (T1T2)∗ ⊃ T ∗2 T ∗1
Ehdosta T1 ⊂ T2 seuraa, etta¨ T ∗1 ⊃ T ∗2 .
Todistus Kohdat 1, 2 ja 3 ovat selvia¨. Olkoon f ∈ D(T ∗1 + T ∗2 ) = D(T ∗1 ) ∩D(T ∗2 ). Ta¨llo¨in on
kaikille elementeille g ∈ D(T1 + T2) = D(T1) ∩ D(T2) adjungoidun operaattorin ma¨a¨ritelma¨n
mukaan voimassa
((T ∗1 + T
∗
2 )f, g) = (T
∗
1 f, g) + (T
∗
2 f, g) = (f, T1g) + (f, T2g) = (f, (T1 + T2)g) ,
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joten pa¨tee f ∈ D ((T1 + T2)∗) ja (T1 + T2)∗f = T ∗1 f + T ∗2 f. Viidennen kohdan todistamiseksi
olkoon f ∈ D(T ∗2 T ∗1 ) ja g ∈ D(T1T2). Ta¨llo¨in on voimassa f ∈ D(T ∗1 ), T ∗1 f ∈ D(T ∗2 ), g ∈ D(T2)
ja T2g ∈ D(T1). Nyt seuraa adjungoidun operaattorin ma¨a¨ritelma¨sta¨
(T ∗2 T
∗
1 f, g) = (T
∗
1 f, T2g) = (f, T1T2g). 2
Seuraavien lauseiden todistuksessa tarvitsemme avaruuden X karteesista toista potenssia
X ×X = X2. Avaruuden X2 elementteja¨ ovat avaruuden X pisteiden ja¨rjestetyt parit {x1, x2}.
Avaruudessa X2 ma¨a¨rittelemme sisa¨tulon
({x1, x2}, {y1, y2}) := (x1, y1) + (x2, y2),
joten X2 on Hilbert-avaruus.
Ma¨a¨ritelma¨ 3.1.12 Olkoon T operaattori Hilbert-avaruudessa X. Joukko
G(T ) := {{x, Tx} | x ∈ D(T )}
on operaattorin T graafi.
Joukko G(T ) on silloin ja vain silloin avaruuden X2 lineaarialiavaruus, kun operaattori T on
lineaarinen. Joukko G(T ) on silloin ja vain silloin suljettu, kun operaattori T on suljettu. Relaa-
tiot G(T ) ⊂ G(T ′) ja T ⊂ T ′ ovat yhta¨pita¨via¨. Ma¨a¨ritella¨a¨n avaruudessa X2 kaksi rajoitettua
lineaarioperaattoria U ja V
U{x1, x2} := {x2, x1}, V{x1, x2} := {x2,−x1}.
Na¨ille operaattoreille on voimassa UV = −VU ja U2 = −V2 = I, missa¨ I on avaruudessa X2
ma¨a¨ritelty identtinen operaattori
I{x1, x2} := {x1, x2}.
Ehto (3.1) adjungoidun operaattorin ma¨a¨rittelyjoukolle voidaan nyt kirjoittaa kaikille y ∈ D(T )
({x, x∗},V{y, Ty}) = 0. (3.3)
Ehto (3.3) kertoo, etta¨ joukon G(T ∗) elementeina¨ {x, x∗} ovat ne avaruuden X2 elementit, jotka
ovat elementtien V{y, Ty}, missa¨ y kuuluu joukkoon D(T ), ortogonaalielementteja¨. Ta¨ten on
voimassa
G(T ∗) = X2 	 V[G(T )], (3.4)
missa¨ 	 tarkoittaa ortogonaalin komplementin ja [ ] sulkeuman muodostusta.3
Lause 3.1.13 Olkoon T operaattori Hilbert-avaruudessa X. Jos operaattorit T−1, T ∗ ja (T−1)∗
ovat olemassa, on myo¨s operaattori (T ∗)−1 olemassa ja sille pa¨tee (T ∗)−1 = (T−1)∗.
3Yleisesti: X 	M ≡M⊥ = {x ∈ X|(x, y) = 0 kaikille y ∈M. Jos M on suljettu aliavaruus, pa¨tee M⊥⊥ = M.
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Todistus Selva¨sti on voimassa G(T−1) = UG(T ) ja ehdon (3.4) nojalla
G
(
(T−1)∗
)
= X2 	 V[G(T−1)] = X2 	 VU [G(T )] = U
(
UX2 	 V[G(T )]
)
= U
(
X2 	 V[G(T )]
)
= UG(T ∗) = G
(
(T ∗)−1
)
.
Edella¨ ka¨ytimme tietoa, etta¨ operaattori U on unitaarinen Hilbert-avaruudessa X2, eli kaikille
({x1, x2}, {y1, y2}) pa¨tee (U{x1, x2}, U{y1, y2}) = ({x1, x2}, {y1, y2}). 2
Lause 3.1.14 Olkoon T tihea¨sti ma¨a¨ritelty Hilbert-avaruuden X suljettu lineaarioperaattori.
Ta¨llo¨in operaattori T ∗ on ma¨a¨ritelty tihea¨sti ja T ∗∗ := (T ∗)∗ = T.
Todistus Teemme vastaoletuksen, etta¨ ma¨a¨rittelyjoukko D(T ∗) ei ole tihea¨ Hilbert-avaruudessa
X. Ta¨llo¨in on olemassa elementti h 6= 0 avaruudessa X, jolle on voimassa h ⊥ D(T ∗). Samoin
on {0, h} jokaisen joukon X2 elementin {T ∗x,−x} ortogonaali, missa¨ x kuuluu operaattorin T ∗
ma¨a¨rittelyjoukkoon. Ta¨ten pa¨tee
{0, h} ∈ X2 	 VG(T ∗)=X2	
(
VX2	V2G(T )
)
=X2	
(
X2	G(T )
)
=G(T ). (3.5)
Olemme osoittaneet ristiriidan, koska yhta¨lo¨n (3.5) perusteella h = T0 = 0. Eli operaattorin T ∗
ma¨a¨rittelyjoukko D(T ∗) on tihea¨ Hilbert-avaruudessa X ja on olemassa operaattori T ∗∗. Lisa¨ksi
on voimassa
G(T ∗∗) = X2 	 VG(T ∗) = X2 	 V
(
X2 	 VG(T )
)
= V
(
X2 	
(
X2 	 VG(T )
))
= V2G(T ) = G(T ),
eli T ∗∗ = T.2
Lause 3.1.15 Olkoon T tihea¨sti ma¨a¨ritelty lineaarioperaattori Hilbert-avaruudessa X. Operaat-
tori T ∗ on silloin ja vain silloin tihea¨sti ma¨a¨ritelty, kun operaattorilla T on suljettu lineaarinen
jatko. Ta¨ssa¨ tapauksessa operaattori T ∗∗ on operaattorin T pienin suljettu lineaarinen jatko.
Todistus Oletamme aluksi, etta¨ operaattorin T ∗ ma¨a¨rittelyjoukko D(T ∗) on tihea¨ avaruudessa
X eli operaattori T ∗∗ on olemassa. Ta¨llo¨in pa¨tee
G(T ∗∗) = X2 	 VG(T ∗) = X2 	 V
(
X2 	 V[G(T )]
)
= V
(
X2 	
(
X2 	 V[G(T )]
))
= V2[G(T )] = [G(T )],
eli operaattori T ∗∗ on operaattorin T suljettu lineaarinen jatko. Olkoon operaattori T1 toinen
suljettu lineaarinen jatko operaattorille T. Nyt on voimassa
G(T1) ⊃ [G(T )] = G (T ∗∗) ja T1⊃T ∗∗
eli T ∗∗ pienin suljettu jatko. Lauseen todistamiseksi toiseen suuntaan oletamme, etta¨ operaat-
torilla T on olemassa suljettu lineaarinen jatko T1. Koska on voimassa T ⊂T1, on D(T1) tihea¨
avaruudessa X. Lauseen 3.1.14 perusteella on operaattorin T ∗1 ma¨a¨rittelyjoukko D(T ∗1 ) tihea¨
avaruudessa X. Koska operaattoreiden T ∗ ja T ∗1 ma¨a¨rittelyjoukoille on voimassa D(T ∗)⊃D(T ∗1 ),
on operaattorin T ∗ ma¨a¨rittelyjoukko D(T ∗) tihea¨ avaruudessa X.
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Ma¨a¨ritelma¨ 3.1.16 Olkoon X Hilbert-avaruus ja X
′
sen duaaliavaruus. Avaruuden X jono
(xk)k∈IN suppenee heikosti avaruuden X elementtia¨ x kohti, jos kaikille elementeille x
′
avaruu-
desta X
′
on voimassa
< xk, x
′
>→< x, x′ > .
Merkita¨a¨n myo¨s xk ⇀ x.
Ma¨a¨ritelma¨ssa¨ 3.1.16 merkinta¨a¨ < ·, · > kutsutaan duaaliteetiksi. Koska X on Hilbert-avaruus
ja J Fre´chet-Rieszin esityslauseessa 3.1.10 isomorfismi, on voimassa < x, Jy >= (x, y)X (vertaa
lause 3.3.1). Voimme siis korvata ma¨a¨ritelma¨ssa¨ 3.1.16 duaaliteetin sisa¨tulolla.
Ma¨a¨ritelma¨ 3.1.17 Lineaarioperaattori K on kompakti, jos jokaisen heikosti suppenevan jo-
non {xj} kuvajono {Kxj} on vahvasti suppeneva.
Lause 3.1.18 Seuraavat nelja¨ ehtoa ovat yhta¨pita¨via¨:
1. Operaattori K on kompakti.
2. Jokaisen rajoitetun jonon {xj} kuvajono {Kxj} sisa¨lta¨a¨ suppenevan osajonon.
3. Joukko K(B1(0)) on kompakti, missa¨ B1(0) = {x ∈ X| ||x|| < 1}.
4. Jokaisen avaruuden X rajoitetun joukon M kuvajoukon sulkeuma K(M) on kompakti.
Todistus Katso la¨hteesta¨ [2] lause 8.1 sivulla 236.
Kompaktien operaattoreiden muodostamaa avaruutta merkita¨a¨n K(X,Y ). Kompakti operaat-
tori on jatkuva.
Lause 3.1.19 (Schauder) Olkoot X ja Y Banach-avaruuksia seka¨ X
′
ja Y
′
niiden duaaliava-
ruudet. Olkoon T : X → Y jatkuva ja lineaarinen. Ta¨llo¨in on voimassa
T ∈ K(X,Y )⇐⇒ T ′ ∈ K(Y ′ , X ′).
Todistus Katso la¨hteesta¨ [2] lause 10.1 sivulla 296.
Lemma 3.1.20 Olkoot operaattorit T1 avaruudesta L(X,Y ) ja T2 avaruudesta L(Y,Z). Jos
operaattori T1 tai T2 on kompakti, niin operaattoritulo T1T2 on kompakti. Kompaktien operaat-
toreiden muodostama avaruus K(X,Y ) on avaruuden L(X,Y ) suljettu aliavaruus.
Todistus Katso la¨hteesta¨ [2] lemma 8.2 sivulla 237.
3.2 Operaattorin koersiivisyys ja Friedrichs-jatko
Ma¨a¨ritelma¨ 3.2.1 Olkoot H ja V Hilbert-avaruuksia ja V sisa¨ltyy avaruuteen H. Jos ident-
tinen kuvaus I : V → H on jatkuva, on avaruus V jatkuvasti upotettu avaruuteen H, eli on
olemassa positiivinen vakio c, jolle on voimassa epa¨yhta¨lo¨
||u||H ≤ c||u||V .
Jos identtinen kuvaus on myo¨s kompakti, niin avaruus V on kompaktisti upotettu avaruuteen H.
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Lause 3.2.2 Avaruus HΓ10 (G) on jatkuvasti upotettu avaruuteen H
Γ2
0 (G), jos multi-indeksijoukko
Γ˜2 sisa¨ltyy multi-indeksijoukkoon Γ˜1. Erikoisesti on avaruus HΓ0 (G) jatkuvasti upotettu niihin
avaruuksiin Hk0 (G), joiden multi-indeksijoukoille on voimassa Λk ⊂ Γ˜. Jos multi-indeksijoukko
Λm+1 sisa¨ltyy multi-indeksijoukkoon Γ˜, on avaruuden HΓ0 (G) upotus avaruuteen H
m
0 (G) kom-
pakti.
Todistus Olkoon funktio u avaruudesta HΓ10 (G). Ta¨llo¨in on avaruuden ma¨a¨ritelma¨n mukaan
olemassa jono (uk) avaruudessa C∞0 (G), jolle pa¨tee
lim
k→∞
||uk − u||0 = 0 ja lim
k,l→∞
||uk − ul||Γ∗1 = 0.
Jotta olisi voimassa
HΓ10 (G) ⊂ HΓ20 (G),
on osoitettava, etta¨ multi-indeksijoukoille Γ˜2 ⊂ Γ˜1 pa¨tee
lim
k,l→∞
||uk − ul||Γ∗2 = 0.
Koska on voimassa Γ˜2 ⊂ Γ˜1, pa¨tee funktioille v avaruudesta C∞0 (G) epa¨yhta¨lo¨
||v||
Γ˜2
≤ ||v||
Γ˜1
.
Koska multi-indeksijoukkojen Γ∗1 ja Γ˜1 avulla ma¨a¨ritellyt normit ||·||Γ∗1 ja ||·||Γ˜1 ovat ekvivalentit,
on olemassa sellaiset positiiviset vakiot c1 ja c2, etta¨ kaikille funktioille v avaruudesta C∞0 (G)
pa¨tee
||v||Γ∗2 ≤ c1||v||Γ˜2 ≤ c1||v||Γ˜1 ≤ c1c2||v||Γ∗1 .
Ta¨ten on (uk) Cauchy-jono myo¨s normin || · ||Γ∗2 suhteen. Olemme osoittaneet, etta¨ avaruus
HΓ10 (G) sisa¨ltyy avaruuteen H
Γ2
0 (G). Avaruuden H
Γ
0 (G) jatkuva upotus avaruuteen H
k
0 (G) on
edella¨olevan erikoistapaus, kun valitaan multi-indeksijoukoiksi Γ1 = Γ ja Γ2 = Λk. Avaruu-
den HΓ0 (G) upotuksen avaruuteen H
m
0 (G) kompaktisuus seuraa Rellich-Kondrachovin lauseesta
(la¨hteessa¨ [1] lause 6.2 sivulla 144) ja lemmasta 3.1.20. 2
Ma¨a¨ritelma¨ 3.2.3 Olkoot V ja H kaksi kompleksista Hilbert-avaruutta ja avaruus V avaruuden
H tihea¨ aliavaruus. Lineaarioperaattori T : D(T ) → H on avaruudessa H V -koersiivinen, jos
D(T ) on avaruuden V tihea¨ aliavaruus ja seuraavat ehdot ovat voimassa
1. On olemassa positiivinen vakio c, jolle on kaikille elementeille u ja v avaruudesta D(T ) ⊂
V voimassa
|(Tu, v)H | ≤ c||u||V ||v||V .
2. (G˚ardingin epa¨yhta¨lo¨) On olemassa positiiviset vakiot p ja q, joille on kaikille elemen-
teille u avaruudesta D(T ) voimassa
<e(Tu, u)H ≥ p||u||2V − q||u||2H .
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Operaattori T on V -elliptinen, jos ehdossa (2) voidaan valita q = 0.
Tarkastelemme tuloavaruudessa D(T )×D(T ) seskvilineaarimuotoa
sT (u, v) := (Tu, v)H ,
missa¨ elementit u ja v kuuluvat avaruuteen D(T ) ⊂ V. Koska ma¨a¨rittelyjoukko D(T ) on tihea¨
avaruudessa V ja lauseen 3.2.3 ehto (1) toteutuu, voimme jatkaa seskvilineaarimuodon jatkuvasti
avaruuteen V ×V. Ta¨ten jokainen operaattorin T jatkuva jatko T ′, jonka ma¨a¨rittelyjoukko D(T ′)
sisa¨ltyy avaruuteen V, on myo¨s V -koersiivinen, ja on voimassa sT = sT ′ .
Huomautus 3.2.4 Seskvilineaarimuodolle sT ovat ma¨a¨ritelma¨n 3.2.3 ehdot (1) ja (2) voimassa
kaikille elementeille u ja v avaruudesta V samoilla vakiolla c, p ja q kuin lineaarioperaattorille
T.
Ma¨a¨ritelma¨ 3.2.5 Olkoot V ja H kaksi kompleksista Hilbert-avaruutta, V avaruuden H tihea¨
aliavaruus ja D(T ) avaruuden V tihea¨ aliavaruus. Lineaarioperaattorin T : V → H resolventti-
joukko %(T ) on kaikkien niiden kompleksilukujen λ joukko, joille kuvaus T − λI : D(T )→ H on
bijektio ja ka¨a¨nteiskuvaus
R(λ, T ) := (T − λI)−1
on jatkuva lineaarioperaattori avaruudessa H ma¨a¨rittelyalueenaan H, missa¨ I on identtinen
operaattori avaruudessa H. Joukkoa
σ(T ) := C \ %(T )
kutsutaan operaattorin T spektriksi. Kompleksiluku λ on operaattorin T ominaisarvo, kun on
operaattorin T ma¨a¨rittelyjoukossa D(T ) olemassa sellainen u 6= 0, etta¨
(T − λI)u = 0.
Lause 3.2.6 Olkoon H a¨a¨rellisuloitteinen Hilbert-avaruus ja T : H → H rajoitettu. Ta¨llo¨in
luku 0 kuuluu operaattorin T spektriin σ(T ).
Todistus Koska H on a¨a¨rellisuloitteinen, niin jokainen rajoitettu operaattori T : H → H on
kompakti. Olkoon (en) ortonormaali jono Hilbert-avaruudessa H. Koska en ⇀ 0, pa¨tee Ten → 0
eli operaattori T ei ole jatkuvasti ka¨a¨ntyva¨. 2
Lause 3.2.7 Olkoon H kompleksinen Hilbert-avaruus ja T siina¨ ma¨a¨ritelty itseadjungoitu ope-
raattori. Ta¨llo¨in kaikki ominaisarvot ovat reaalisia ja eri ominaisarvoihin liittyva¨t ominaisfunk-
tiot keskena¨a¨n ortogonaalisia. Luvuille λ joukosta C \ IR on operaattori T − λI injektio, ja sen
ka¨a¨nteisoperaattori jatkuva. Lisa¨ksi on voimassa
||R(λ, T )|| ≤ |=mλ|−1.
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Todistus Olkoon λ operaattorin T ominaisarvo ja f 6= 0 ominaisvektori, kuuluu joukkoon
N(λ− T ) := {x ∈ D(T ) | (λ− T )x = 0}.
Ta¨llo¨in on voimassa
λ∗||f ||2 = (Tf, f) = (f, Tf) = λ||f ||2,
joten λ∗ = λ ja λ on reaaliluku. Olkoon λ1 ja λ2 kaksi eri ominaisarvoa seka¨ f1 ja f2 niihin
liittyva¨t ominaisfunktiot. Ta¨llo¨in on voimassa
(λ1 − λ2)(f1, f2) = (Tf1, f2)− (f1, T f2) = 0,
missa¨ ominaisarvot λj ovat reaalilukuja, eli on voimassa (f1, f2) = 0.Kompleksiluvulle λ = x+iy,
missa¨ x, y ∈ IR ja i2 = −1, on kaikille funktioille f avaruudesta D(T ) voimassa
||(λ− T )f ||2 = ||(x− T )f + iyf ||2 = ||(x− T )f ||2 + |y|2||f ||2 + ((x− T )f, iyf) + (iyf, (x− T )f)
= ||(x− T )f ||2 + |y|2||f ||2 ≥ |=mλ|2||f ||2.
Kun λ kuuluu joukkoon C \ IR, on (λ− T ) injektio, ja funktiolle g = (λ− T )f ∈ R(T ) pa¨tee
||R(λ, T )g|| = ||f || ≤ |=mλ|−1||(λ− T )f || = |=mλ|−1||g||. 2
Lause 3.2.8 Olkoon H kompleksinen Hilbert-avaruus ja operaattori T : H → H kompakti.
Ta¨llo¨in pa¨tee
σ(T ) = σp(T ) ∪ {0},
missa¨
σp(T ) := {λ ∈ σ(T ) |N(λI − T ) 6= {0} }
on operaattorin T pistespektri. Operaattorilla on korkeintaan numeroituva ma¨a¨ra¨ ominaisar-
voja, joiden kasaantumispiste on 0. Jokaisella nollasta eroavalla ominaisarvolla on a¨a¨rellinen
kertaluku.
Todistus Katso la¨hteesta¨ [29] lause 6.7 sivulla 130.
Ma¨a¨ritelma¨ 3.2.9 Symmetrinen operaattori T : H → H on Hilbert-avaruudessa H alhaalta
puolirajoitettu, kun on olemassa reaaliluku γ, jolle on kaikille funktioille u ∈ D(T ) ⊂ H voimassa
(u, Tu) ≥ γ||u||2H .
Jokaista ta¨ma¨n ehdon toteuttavaa lukua γ kutsutaan operaattorin T alarajaksi. Jos 0 on ope-
raattorin T alaraja, niin operaattori T on positiivinen.
Lause 3.2.10 Olkoon T itseadjungoitu operaattori Hilbert-avaruudessa H. Jos operaattori T on
positiivinen, niin kaikki spektrin pisteet ovat positiivisia.
Todistus Itseadjungoitu operaattori T on silloin ja vain silloin puolirajoitettu, kun sen spektri
on alhaalta rajoitettu. Koska positiivinen operaattori T on rajoitettu alhaalta, alarajana 0, on
se puolirajoitettu ja on voimassa 0 ≤ minσ(T ). 2
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Ma¨a¨ritelma¨ 3.2.11 Olkoon operaattori T0 V -koersiivinen Hilbert-avaruudessa H. Ma¨a¨ritte-
lemme operaattorille T0 jatkon T operaattoriin T0 liittyva¨n seskvilineaarimuodon sT0 avulla
D(T ) := {u ∈ V | on olemassa w ∈ H siten, etta¨ kaikille v ∈ V : (T0u, v) = (w, v)H}
ja asetetaan Tu = w kaikille funktioille v avaruudesta V ja u operaattorin T0 jatkon T ma¨a¨rit-
telyjoukosta. Operaattorijatko T on yksika¨sitteisesti ma¨a¨ritelty. Kutsumme operaattoria T ope-
raattorin T0 Friedrichs-jatkoksi.
Huomautus 3.2.12 Jos operaattori T0 on symmetrinen, niin sen Friedrichs-jatkon ma¨a¨ritte-
lyjoukko on
D(T ) = V ∩D(T ∗0 ).
Lause 3.2.13 Friedrichs-jatko T V -koersiiviselle operaattorille T0 on suljettu lineaarioperaat-
tori. Jos V -koersiivinen operaattori T0 on symmetrinen, niin sen Friedrichs-jatko T on itsead-
jungoitu.
3.3 Fredholmin alternatiivi
Olkoot V ja H kaksi kompleksista Hilbert-avaruutta ja avaruus V kompaktisti upotettu avaruu-
teen H. Tarkastelemme V -koersiivista¨ operaattoria T avaruudessa H, ja siihen liittyva¨a¨ seskvi-
lineaarimuotoa
sT (u, v) = (Tu, v)H
funktioille u, v ∈ D(T ) ⊂ V. Jatkamme seskvilineaarimuodon sT jatkuvasti avaruuteen V × V,
jolloin V -koersiivisyyden ma¨a¨ritelma¨n mukaan operaattorin T ma¨a¨rittelyjoukko D(T ) on tihea¨
avaruudessa H.
Lause 3.3.1 (Riesz-Fischerin lause) Olkoon (V, (·, ·)V ) Hilbert-avaruus ja V ′ sen duaaliava-
ruus. Ma¨a¨ritella¨a¨n kuvaus J : V → V ′ seuraavasti
Ju(v) := (u, v)V .
Kuvaukselle J ovat seuraavat ehdot voimassa:
1. J(u+ v) = J(u) + J(v) ja J(αu) = αJ(u).
2. J on isometrinen.
3. J on surjektio.
Kutsumme kuvausta J : V → V ′ Riesz-kuvaukseksi.
Todistus Kohta 1 on selva¨. Kun on voimassa u 6= 0, pa¨tee Cauchy-Schwarzin epa¨yhta¨lo¨n (2.1)
|Ju(v)| = |(u, v)V | ≤ ||v|| ||v||
eli ||Ju|| ≤ ||u||. Lisa¨ksi pa¨tee
||Ju( u||u||)|| = ||u||,
joten toinen kohta on todistettu. Kolmas kohta seuraa Fre´chet-Rieszin esityslauseesta 3.1.10. 2
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Lause 3.3.2 (Lax-Milgramin lause) Olkoon X Hilbert-avaruus ja a : X × X → C seskvili-
neaarimuoto, jolle on kaikille elementeille x ja y avaruudesta X voimassa
1. |a(x, y)| ≤ C0||x||X ||y||X ,
2. <ea(x, x) ≥ c0||x||2X ,
missa¨ 0 < c0 ≤ C0 < ∞. Ta¨llo¨in on olemassa tasan yksi sellainen jatkuva lineaarinen bijektio
T joukossa L(X), jolle on kaikille elementeille x ja y avaruudesta X voimassa
a(x, y) = (Tx, y)X .
Lisa¨ksi on operaattori T ka¨a¨ntyva¨, ||T || ≤ C0 ja ||T−1|| ≤ 1c0 .
Todistus Olkoon x ∈ X ja y 7→ a(x, y) lineaarinen X → C. Ta¨llo¨in on Fre´chet-Rieszin esi-
tyslauseen 3.1.10 perusteella olemassa yksika¨sitteinen elementti u ∈ X, jolle on kaikille y ∈ X
voimassa
a(x, y) = (u, y)X .
Asetetaan Tx = u, joten pa¨tee
||Tx|| = ||a(x, ·)|| ≤ C0||x||.
Lisa¨ksi on voimassa
c0||x||2 ≤ <ea(x, x) = <e(Tx, x)X ≤ ||Tx|| ||x||,
joten kaikille x ∈ X pa¨tee c0||x|| ≤ ||Tx||.2
Tehta¨va¨ 3.3.3 Olkoot H ja V Hilbert-avaruuksia. Etsi annetulle funktiolle f ∈ H kaikki sel-
laiset funktiot u ∈ V, jotka toteuttavat kaikille funktioille v avaruudesta V yhta¨lo¨n
sT (u, v) = (f, v)H , (3.6)
missa¨ seskvilineaarimuoto sT (u, v) = (Tu, v)H on V -koersiivinen.
Jotta voimme tarkastella tehta¨va¨n 3.3.3 ratkeavuutta, kirjoitamme sen hieman toiseen muotoon.
Kun avaruus V on upotettu avaruuteen H, on olemassa positiivinen vakio c, jolle on kaikille
funktioille u avaruudesta V voimassa
||u||H ≤ c||u||V .
Lisa¨ksi on elementeille f avaruudesta H ja v avaruudesta V voimassa
|(f, v)H | ≤ c||f ||H ||v||V (3.7)
eli (f, ·)H ∈ V ′ , missa¨ V ′ on avaruuden V duaaliavaruus. Riesz-Fischerin lauseen 3.3.1 nojalla
on olemassa isometrinen isomorfismi J : V → V ′ , jolle on voimassa
Ju(v) = (u, v)V
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kaikille funktioille u ja v avaruudesta V. Olkoon
gf := J−1(f, ·)H ,
joka ma¨a¨ra¨a¨ kaikille funktioille v avaruudesta V yksika¨sitteisesti avaruuden V elementin
(gf , v)V = (f, v)H .
Asetetaan v = gf . Ehdon (3.7) perusteella on kaikille funktioille f avaruudesta H voimassa
epa¨yhta¨lo¨
||gf ||V ≤ c||f ||H .
Kun seskvilineaarimuoto sT (·, ·) on rajoitettu, on jokaiselle mielivaltaiselle elementille u ava-
ruudesta V lineaarinen funktionaali sT (u, ·) elementti duaaliavaruudessa V ′ . Riesz-Fischerin
lauseen 3.3.1 ja Riesz-kuvauksen J avulla voimme ma¨a¨ritella¨ jatkuvan ja rajoitetun kuvauksen
T : V → V, missa¨
Tu = J−1sT (u, ·).
Kuvaukselle T on kaikille funktioille u avaruudesta V voimassa
||Tu||V ≤ c||J−1||V ′→V ||u||V .
Kuvauksen T avulla on funktiolle f avaruudesta H yhta¨lo¨n (3.6) ratkaisevan avaruuden V funk-
tion u lo¨yta¨minen sama asia kuin lo¨yta¨a¨ sellainen funktio u avaruudesta V, joka ratkaisee yhta¨lo¨n
Tu = gf . (3.8)
Lemma 3.3.4 V -koersiiviseen seskvilineaarimuotoon sT (·, ·) liittyva¨ operaattori T voidaan ha-
joittaa T = D + K, missa¨ D : V → V on rajoitettu ja rajoitetusti ka¨a¨ntyva¨ lineaarioperaattori
ja K : V → V kompakti lineaarioperaattori.
Todistus Olkoon i ∈ L(V,H) kanoninen upotus. Ta¨llo¨in on kaikille elementeille u ja v avaruu-
desta V voimassa
|sT (u, v) + q(u, v)H | ≤ C||u||V ||v||V +q||i||2L(V,H)||u||V ||v||V =
[
C + q||i||2L(V,H)
]
||u||V ||v||V .
Koska kaikille elementeille u avaruudesta V on voimassa
<esT (u, u) + q(u, u)H ≥ p||u||2V ,
on sT (·, ·)+q(·, ·) V -elliptinen bilineaarimuoto. Lax-Milgramin lauseen 3.3.2 nojalla on olemassa
rajoitettu ja rajoitetusti ka¨a¨ntyva¨ lineaarioperaattori D : V → V, jolle on kaikille elementeille u
ja v avaruudesta V voimassa
(Du, v)V = sT (u, v) + q(u, v)H .
Ma¨a¨rittelemme uuden operaattorin K : V → V seuraavasti K := T −D. Selva¨sti operaattori K
on lineaarinen ja kaikille elementeille u ja v avaruudesta V pa¨tee
(Ku, v)V = −q(u, v)H .
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Kun J : V → V ′ ja J : H → H ′ ovat Riesz-kuvauksia ja i∗ : H ′ → V ′ on kompaktin upotuksen i
kompakti adjungaatti, joka seuraa Schauderin lauseesta 3.1.19, voimme kirjoittaa operaattorin
K muotoon
K = −q(J−1 ◦ i∗ ◦ J ◦ i).
Ta¨ten on operaattori K kompakti. 2
Ma¨a¨ritelma¨ 3.3.5 Olkoon V Hilbert-avaruus. Rajoitettua lineaarioperaattoria T :V →V kut-
sutaan Fredholm-operaattoriksi, kun avaruudet kerT ja V/R(T ) ovat a¨a¨rellisuloitteisia. Koko-
naislukua
ind T := dim kerT − dimV/R(T )
kutsutaan operaattorin T indeksiksi.
Lause 3.3.6 (Fredholmin alternatiivi) Jos seskvilineaarimuoto sT (·, ·) on V -elliptinen, on
olemassa jokaiselle avaruuden H funktiolle f yhta¨lo¨ssa¨
sT (u, ·) = (f, ·)H
yksika¨sitteinen ratkaisu u avaruudessa V ja funktiosta f riippumaton positiivinen reaalinen vakio
c, jolle pa¨tee
||u||H ≤ c||f ||H . (3.9)
Jos sT (·, ·) on V -koersiivinen, pa¨tee tehta¨va¨lle 3.3.3 Fredholmin alternatiivi eli joko on olemassa
kaikille funktioille f avaruudesta H yksika¨sitteinen ratkaisu u avaruudessa V tai sitten tehta¨va¨
3.3.3 ei ole ratkaistavissa kaikille funktioille f avaruudesta H. Toisessa tapauksessa on tehta¨va¨
3.3.3 ta¨sma¨lleen silloin yksika¨sitteisesti ratkaistavissa kaikille funktioille f avaruudesta H, kun
gf ∈ (kerT ∗)⊥. Jos tehta¨va¨ 3.3.3 on ratkeava, niin kaikille avaruuden H funktioille f on voi-
massa, etta¨ siihen liittyva¨ ratkaisu u avaruudesta V toteuttaa epa¨yhta¨lo¨n (3.9) tietylla¨ vakiolla
c ∈ IR+.
Todistus Lax-Milgramin lauseen 3.3.2 perusteella rajoitettu kuvaus T : V → V on ka¨a¨ntyva¨ ja
pa¨tee
||T−1||V→V ≤ ρ−1,
joten u := T−1gf on yhta¨lo¨n (3.8) yksika¨sitteinen ratkaisu. Ta¨lle ratkaisulle u on voimassa
||u||H ≤ c||u||V ≤ c||T−1||V→V ||gf ||V ≤ c2ρ−1||f ||H ,
joten ehto (3.9) on todistettu. Kirjoitamme operaattorin T summana kompaktista lineaari-
kuvauksesta K : V → V ja rajoitetusta seka¨ rajoitetusti ka¨a¨ntyva¨sta¨ lineaarikuvauksesta
D : V → V. Nyt on voimassa
T = D +K = D(I +D−1K),
missa¨ I : V → V on identtinen kuvaus, ja T on Fredholm-operaattori indeksilla¨ 0 (vertaa lemma
24.3 sivulla 104 ja seuraus 25.3 sivulla 109 la¨hteessa¨ [11]). 2
Lause 3.3.7 Olkoon operaattori T0 V -elliptinen. Sen Friedrichs-jatko T : D(T )→ H on bijektio
ja ka¨a¨nteisoperaattori T−1 : H → D(T ) jatkuva.
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Todistus Operaattoriin T0 liittyva¨ seskvilineaarimuoto
sT0(u, v) := (T0u, v)H
on ma¨a¨ritelty avaruudessa V ×V kaikille elementeille u ja v operaattorin T0 ma¨a¨rittelyjoukosta,
ja sen jatkuva jatko T on ma¨a¨ritelty kaikille elementeille u ja v avaruudesta V. Lax-Milgramin
lauseen 3.3.2 perusteella on olemassa tasan yksi jatkuva lineaarinen bijektio B : V → V, jolle on
kaikille avaruuden V elementeille u ja v voimassa
sT0(u, v) = (Bu, v)V . (3.10)
Olkoon f ∈ H mielivaltainen. Kuvaus (f, ·) : V → C on jatkuva lineaarinen funktionaali, jolle
on Fre´chet-Rieszin esityslauseen 3.1.10 mukaan olemassa sellainen yksika¨sitteinen elementti w
avaruudessa V, etta¨ kaikille elementeille v avaruudesta V pa¨tee
(f, v)H = (w, v)V . (3.11)
Ta¨lle elementille w asetamme u := B−1w. Sijoittamalla se yhta¨lo¨o¨n (3.10) saamme kaikille
avaruuden V elementeille v
sT0(u, v) = (w, v)V = (f, v)H .
Ta¨ten elementti u kuuluu operaattorin T0 Friedrichs-jatkon T ma¨a¨rittelyjoukkoon ja kaikille
elementeille v avaruudesta H pa¨tee
(Tu, v)H = sT0(u, v) = (f, v)H ja Tu = f
eli operaattori T on surjektio. Injektiivisyyden todistamiseksi kirjoitamme kaikille avaruuden V
elementeille u ja v yhta¨lo¨n (3.10) muotoon
(Tu, v)H = (Bu, v)V .
Ehdosta Tu = 0 seuraa kaikille elementeille v avaruudesta V tulos Bu = 0, josta edelleen
operaattorin B injektiivisyyden nojalla u = 0. Avaruus V on upotettu jatkuvasti avaruuteen H,
eli positiiviselle vakiolle c pa¨tee epa¨yhta¨lo¨
||w||H ≤ c||w||V .
Ta¨ssa¨ vaiheessa tarvitsemme operaattorin B−1 : H → H jatkuvuutta, jotta voimme tarkastella
operaattorin T−1 jatkuvuutta
||T−1f ||H = ||u||H = ||B−1w||H ≤ ||B−1|| ||w||H ≤ c||B−1|| ||w||V .
Asetamme yhta¨lo¨ssa¨ (3.11) v = w ja ka¨yta¨mme Cauchy-Schwarzin epa¨yhta¨lo¨a¨ (2.1) ja tietoa,
etta¨ avaruus V on jatkuvasti upotettu avaruuteen H
||w||2V = |(f, w)H | ≤ ||f ||H ||w||H ≤ c||f ||H ||w||V ,
mista¨ seuraa epa¨yhta¨lo¨
||T−1f ||H ≤ c2||B−1|| ||f ||H
ja lopulta ka¨a¨nteisoperaattorin T−1 jatkuvuus. 2
Luku 4
Sovellutus differentiaalioperaattoriin
L(D)
Voit reilusti heilua svengissa¨, et ela¨ma¨sta¨ selvia¨ hengissa¨
(Juice Leskinen)
Ta¨ssa¨ luvussa sovellamme edellisten lukujen tuloksia ja ma¨a¨ritelmia¨ todelliseen osittaisdif-
ferentiaaliyhta¨lo¨o¨n. Na¨yta¨mme, etta¨ differentiaaliyhta¨lo¨n
∂4
∂x2∂y2
u(x, y)− λe(x, y)u(x, y) = f(x, y)
ma¨a¨rittelema¨ differentiaalioperaattori (4.1) on Banach-avaruudessa L2(R) HΓ0 (R)-koersiivinen.
Jotta voisimme ratkaista osittaisdifferentiaaliyhta¨lo¨mme, on ensin selvitetta¨va¨ ka¨a¨nteisoperaat-
torin olemassaolo ja kompaktisuus. Ta¨ha¨n tarkasteluun paneudumme ta¨ma¨n luvun toisessa ja
kolmannessa osassa. Apuna ka¨yta¨mme Greenin funktiota ja operaattorimme Friedrichs-jatkoa.
Meille selvia¨a¨, etta¨ operaattorimme on Hilbert-Schmidt-operaattori ja siten kompakti.
4.1 Operaattorin L(D) koersiivisyys
Lemma 4.1.1 Olkoon R = (a, c)× (b, d) ⊂ IR2 ja operaattori A : C∞0 (R)→ L2(R). Operaattori
A = L(D) =
∂4
∂x2∂y2
− λe(·, ·)I (4.1)
on avaruudessa L2(R) HΓ0 (R)-koersiivinen multi-indeksijoukolla Γ = {(0, 0), (1, 1)}. Kun on
voimassa ehto
|<eλ| < pi
4
M(c− a)2(d− b)2 ,
on operaattori A myo¨s HΓ0 (R)-elliptinen.
Todistus Avaruudet L2(R) ja HΓ0 (R) ovat kompleksisia Hilbert-avaruuksia ja avaruus H
Γ
0 (R)
on upotettu jatkuvasti ja tihea¨sti avaruuteen L2(R). Lisa¨ksi on C∞0 (R) avaruuden HΓ0 (R) tihea¨
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aliavaruus. Funktioille u ja v operaattorin A ma¨a¨rittelyjoukosta on voimassa ma¨a¨ritelma¨n 3.2.3
ehto (1)
|(Au, v)0| = |(D11u,D11v)0 − (λeu, v)0| ≤ |(D11u,D11v)0|+ |(λeu, v)0|
≤ ||D11u||0||D11v||0 + ||λeu||0||v||0 ≤ ||u||Γ∗ ||v||Γ∗ + |λ|M ||u||0||v||0
multi-indeksijoukolle Γ∗ = {(1, 1)}. Poincare´n epa¨yhta¨lo¨
||ψ||0 ≤ dΓ∗(R)||D11ψ||0 = dΓ∗(R)||ψ||Γ∗
on voimassa, kun funktio ψ kuuluu avaruuteen C∞0 (R) ja
dΓ∗(R) =
(c− a)(d− b)
pi2
.
Na¨in saamme ma¨a¨ritelma¨n 3.2.3 ehdossa (1) tarvittavan vakion
|(Au, v)0| ≤
(
1 + |λ|Md2Γ∗(R)
)
||u||Γ∗ ||v||Γ∗
ja ||·||Γ∗ on normi avaruudessa HΓ0 (R). G˚ardingin epa¨yhta¨lo¨ 3.2.3.2 on voimassa, jos on olemassa
sellaiset luvut p > 0 ja q ≥ 0, etta¨ kaikille funktioille u avaruudesta C∞0 (R) pa¨tee
<e
(
D22u− λeu, u
)
0
≥ p||u||2Γ∗ − q||u||20.
Vasemman puolen voimme kirjoittaa osittaisintegroinnin avulla toiseen muotoon
<e
(
(D22u, u)0 − (λeu, u)0
)
= ||u||2Γ∗ −<e(λeu, u)0.
Koska on voimassa
<e(λeu, u)0 = <eλ(eu, u)0 ≤ |<eλ|M ||u||20,
niin pa¨tee myo¨s
−<e(λeu, u)0 ≥ −|<eλ|M ||u||20,
ja voimme valitaan luvut p = 1 ja q ≥ |<eλ|M, joten G˚ardingin epa¨yhta¨lo¨ on voimassa. Poincare´n
epa¨yhta¨lo¨n mukaan pa¨tee lisa¨ksi
−|<eλ|M ||u||20 ≥ −|<eλ|Md2Γ∗(R)||u||20.
Kun valitaan p ≤ 1− |<eλ|Md2Γ∗(R), niin on voimassa
||u||2Γ∗ − |<eλ|Md2Γ∗ ||u||2Γ∗ ≥ p||u||2Γ∗
ja G˚ardingin epa¨yhta¨lo¨ toteutuu luvuille p > 0 ja q = 0. Siis operaattori A on HΓ0 (R)-elliptinen.
Kun on voimassa
|<eλ| < pi
4
M(c− a)2(d− b)2 ,
on
|<eλ|Md2Γ∗(R) =
|<eλ|M(c− a)2(d− b)2
pi4
< 1
ja
1− |<eλ|Md2Γ∗ > 0.
Jos luku λ toteuttaa ylla¨olevan ehdon, lo¨yda¨mme sellaisen positiivisen luvun p, joka toteuttaa
G˚ardingin epa¨yhta¨lo¨n luvulle q = 0. 2
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4.2 Operaattori D(2,2) on tulo-operaattori
Tarkastellaan suorakaiteessa R = (a, c)× (b, d) ⊂ IR2 nelja¨nnen asteen differentiaalioperaattoria
D22. Va¨leilla¨ I1 = (a, c) ja I2 = (b, d) ma¨a¨ritella¨a¨n kaksi tavallista toisen asteen differentiaalio-
peraattoria
P1 = − d
2
dx2
, jonka ma¨a¨rittelyjoukko D(P1) on C∞0 (I1), kun x kuuluu va¨liin I1
P2 = − d
2
dy2
, jonka ma¨a¨rittelyjoukko D(P2) on C∞0 (I2), kun y kuuluu va¨liin I2,
joiden avulla ma¨a¨ritella¨a¨n tulo-operaattori L0 = P1P2, jonka ma¨a¨rittelyalue on D(L0) = C∞0 (R).
Tarkastellaan seuraavaksi operaattoreiden P1 ja P2 ominaisuuksia. Operaattoreiden samankal-
taisuuden vuoksi riitta¨a¨ tarkastella vain toista operaattoria. Merkita¨a¨n
P1 = − d
2
dx2
= D2, D(P1) = C∞0 (I1), D = −i
∂
∂x
ja Γ = {0, 1} ⊂ IN10.
Etsita¨a¨n operaattorin P1 Friedrichs-jatko P. Olkoon I = I1 va¨li.
Lause 4.2.1 Operaattori P1 on symmetrinen, elliptinen ja H10 (I)-elliptinen. Operaattorin P1
Friedrichs-jatkon P ma¨a¨rittelyalue on
D(P ) = H10 (I) ∩H2(I).
Todistus Symmetria seuraa osittaisintegroinnilla avaruuden C∞0 (I) funktioille u ja v
(P1u, v)0 = (D2u, v)0 = (u,D2v)0 = (u, P1v)0.
Koska joukko I sisa¨ltyy avaruuteen IR2 ja symboli ξ kuuluu joukkoon IR \ {0}, on voimassa
ξ2 6= 0, joten operaattori P1 on elliptinen. Kompleksinen Hilbert-avaruus H10 (I) on jatkuvasti
ja tihea¨sti upotettu kompleksiseen Hilbert-avaruuteen L2(I) ja avaruus C∞0 (I) on avaruuden
H10 (I) tihea¨ aliavaruus. Osittaisintegroinnin ja Cauchy-Schwarzin epa¨yhta¨lo¨n (2.1) perusteella
pa¨tee
|(P1u, v)0| = |(D2u, v)0| = |(Du,Dv)0| ≤ ||Du||0||Dv||0 = ||u||Γ∗0 ||v||Γ∗0
funktioille u ja v avaruudesta C∞0 (I), joten ma¨a¨ritelma¨n 3.2.3 ehto (1) toteutuu. Operaattorin
P1 H
1
0 -elliptisyyden osoittamiseksi on lo¨ydetta¨va¨ sellainen positiivinen luku p, jolle on voimassa
<e(P1u, u)0 ≥ p||u||21
kaikille funktioille u avaruudesta C∞0 (I). Symmetrian vuoksi on sisa¨tulo (P1u, u)0 reaalinen ja
osittaisintegroinnin avulla saamme
(P1u, u)0 = (D2u, u)0 = (Du,Du)0 = ||Du||20 = ||u||2Γ∗0 ,
joten G˚ardingin epa¨yhta¨lo¨ on voimassa. Ma¨a¨ritella¨a¨n H10 (I)-elliptiseen operaattoriin P1 liittyva¨
seskvilineaarimuoto
sP1(u, v) := (P1u, v)0 = (D
2u, v)0 = (D1u,D1v)0
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funktioille u ja v joukosta
D(P1) = C∞0 (I)
ja sen jatkuva jatko funktioille u ja v avaruudesta H10 (I). Friedrichs-jatkon ma¨a¨ritelma¨n mukaan
on operaattorin P1 jatkon P ma¨a¨rittelyjoukko
D(P ) = {u ∈ H10 (I) | on olemassa w ∈ L2(I) kaikille v ∈ H10 (I) : (D1u,D1v)0 = (w, v)0}.
Jos jollekin funktiolle u avaruudesta H10 (I) on heikko derivaatta D
2u olemassa, ylla¨ olevassa
joukossa voidaan kirjoittaa w = D2u. Ta¨ten on voimassa
H10 (I) ∩H2(I) ⊂ D(P ).
Ma¨a¨ritelma¨n mukaan joukko D(P ) sisa¨ltyy avaruuteen H10 (I), joten on viela¨ na¨ytetta¨va¨, etta¨
joukko D(P ) sisa¨ltyy avaruuteen H2(I). Olkoon funktio u joukossa D(P ). Ma¨a¨ritelma¨n mukaan
on olemassa sellainen funktio w avaruudessa L2(I), jolle on voimassa
(D1u,D1v)0 = (w, v)0
kaikille funktioille v ∈ C∞0 (I) ⊂ H10 (I). Osittaisintegroinnin avulla saamme
(u,D2v)0 = (w, v)0
kaikille avaruuden C∞0 (I) funktioille v, joten avaruuden L2(I) funktio w on funktion u toinen
heikko derivaatta ja funktio u kuuluu avaruuteen W 2(I) = H2(I). 2
Tarkastelemme seuraavaksi Hilbert-Schmidt-operaattoreita, jotka muodostavat yhden ta¨r-
keimmista¨ kompaktien operaattoreiden luokista.
Ma¨a¨ritelma¨ 4.2.2 (Hilbert-Schmidt-operaattori) Olkoot H ja V Hilbert-avaruuksia. Ra-
joitettu operaattori T : H → V on Hilbert-Schmidt-operaattori, kun on olemassa ortonormaali-
kanta (en) avaruudessa H, jolle on voimassa∑
n
||Ten||2 <∞.
Lause 4.2.3 Olkoot H ja V Hilbert-avaruuksia. Rajoitettu operaattori T : H → V on ta¨s-
ma¨lleen silloin Hilbert-Schmidt-operaattori, kun T ∗ on Hilbert-Schmidt-operaattori. Ta¨llo¨in on
ortonormaalikannoille (en) avaruudesta H ja (e˜m) avaruudesta V voimassa
||T || ≤
(∑
n
||Ten||2
) 1
2
=
(∑
m
||T ∗e˜m||2
) 1
2
<∞. (4.2)
Todistus Olkoon T Hilbert-Schmidt-operaattori ja (en) ortonormaalikanta avaruudesta H, jolle
on voimassa ∑
n
||Ten||2 <∞.
Kun (e˜m) on avaruuden V ortonormaalikanta, niin pa¨tee∑
m
||T ∗e˜m||2 =
∑
m
∑
n
|(T ∗e˜m, en)|2 =
∑
n
∑
m
|(e˜m, T en)|2 =
∑
n
||Ten||2,
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joten T ∗ on Hilbert-Schmidt-operaattori. Samalla tavoin todistetaan lauseen toinen suunta ja
yhta¨suuruus ehdossa (4.2). Olkoon (e˜m) avaruuden V ortonormaalikanta. Ta¨llo¨in on kaikille
avaruuden H funktioille f voimassa
||Tf ||2 =
∑
m
|(e˜m, T f)|2 ≤ ||f ||2
∑
m
||T ∗e˜m||2,
joten
||T ||2 ≤
∑
m
||T ∗e˜m||2.
Ta¨ten on ehto (4.2) ta¨ysin todistettu. 2
Seuraus 4.2.4 Olkoot H, V ja Z Hilbert-avaruuksia seka¨ T : H → V ja S : V → Z rajoitettuja
operaattoreita. Olkoon ainakin toinen operaattoreista T ja S Hilbert-Schmidt-operaattori. Ta¨llo¨in
on tulo-operaattori ST Hilbert-Schmidt-operaattori.
Todistus Olkoon T Hilbert-Schmidt-operaattori ja (en) ortonormaalikanta Hilbert-avaruudessa
H. Ta¨llo¨in on voimassa ∑
n
||STen||2 ≤ ||S||2
∑
n
||Ten||2 <∞.
Olkoon nyt operaattori S Hilbert-Schmidt. Nyt on lauseen 4.2.3 ja edella¨ olleen perusteella T ∗S∗
Hilbert-Schmidt-operaattori, joten myo¨s operaattori ST = (T ∗S∗)∗ Hilbert-Schmidt. 2
Lause 4.2.5 Olkoot M1 ja M2 avaruuden IRn mitallisia osajoukkoja. Rajoitettu operaattori
T : L2(M1) → L2(M2) on Hilbert-Schmidt-operaattori, jos on olemassa ydin k tuloavaruudessa
L2(M2 ×M1), joka toteuttaa yhta¨lo¨n
Tf(x) =
∫
M1
k(x, y)f(y)dy
kaikille funktioille f avaruudesta L2(M1) melkein kaikkialla joukossa M2.
Todistus Katso la¨hteesta¨ [29] lause 6.11 sivulla 135.
Lause 4.2.6 Operaattorin P1 Friedrichs-jatko P : D(P ) → L2(I) on bijektio ja ka¨a¨nteisope-
raattori P−1 : L2(I)→ D(P ) on jatkuva. Funktiolle f avaruudesta L2(I) on voimassa
P−1f(x) =
∫
I
g0(x, s)f(s)ds, (4.3)
missa¨ g0 : I × I → IR on Greenin funktio,
g0(x, s) =
1
(a2 − a1) ·
{
(s− a1)(a2 − x), s ≤ x
(x− a1)(a2 − s), s > x .
Koska funktio g0 kuuluu tuloavaruuteen L2(I × I), niin P−1 on Hilbert-Schmidt-operaattori.
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Todistus Operaattori P0 on H10 -elliptinen. Valitsemalla lauseessa 3.3.7 avaruudeksi H avaruus
L2(I) on Friedrichs-jatko bijektio ja ka¨a¨nteisoperaattori jatkuva. Integraalioperaattorin P−1
ydin g0 on rajoitettu ja se kuuluu tuloavaruuteen L2(I × I), missa¨ joukon R osajoukko I on
mitallinen. Operaattorin P bijektiivisyyden nojalla voimme tarkastella kaikille funktioille f ava-
ruudesta L2(I) yhta¨lo¨a¨
f(x) = P
∫
I
g0(x, s)f(s)ds.
On siis todistettava, etta¨ funktio
u(x) :=
∫
I
g0(x, s)f(s)ds
kuuluu operaattorin P ma¨a¨rittelyjoukkoon
D(P ) = H10 (I) ∩H2(I).
Koska avaruus C∞0 (I) on tihea¨ avaruudessa L2(I), on olemassa avaruudessa C∞0 (I) jono (fn),
jolle on voimassa
lim
n→∞ ||f − fn||0 = 0.
Ma¨a¨rittelemme seuraavaksi jonon (fn) alkioiden avulla uuden jonon
un(x) :=
∫
I
g0(x, s)fn(s)ds.
Jotta funktio u kuuluisi avaruuteen H2(I) on osoitettava, etta¨ jono (un) kuuluu avaruuteen
C2∗ (I) ja
lim
n→∞ ||u− un||0 = 0.
Lisa¨ksi on osoitettava, etta¨ jonot (Dun) ja (D2un) ovat avaruudessa L2(I) Cauchy-jonoja. Olkoon
(un) ⊂ C2∗ (I). Cauchy-Schwarzin epa¨yhta¨lo¨n (2.1) perusteella on voimassa
|un(x)|2 ≤
∫
I
|g0(x, s)|2ds
∫
I
|fn(s)|2ds <∞,
joten funktio un kuuluu avaruuteen L2(I). Seuraavaksi tarkastellaan funktion un ensimma¨ista¨
derivaattaa
Dun(x) = −i d
dx
∫
I
g0(x, s)fn(s)ds =
−i
a2 − a1
[∫ x
a1
(a1 − s)fn(s)ds+
∫ a2
x
(a2 − s)fn(s)ds
]
.
Ka¨yteta¨a¨n Cauchy-Schwarzin epa¨yhta¨lo¨a¨ (2.1), eli on voimassa∫
I
|Dun(x)|2dx <∞,
joten funktio Dun kuuluu avaruuteen L2(I) ja siten funktio un avaruuteen C1∗ (I). Lasketaan
toinen derivaatta
D2un(x) = −i d
dx
Dun(x) =
−1
a2 − a1
[
d
dx
∫ x
a1
(a1 − s)fn(s)ds+ d
dx
∫ a2
x
(a2 − s)fn(s)ds
]
=
1
a1 − a2 [(a1 − x)fn(x)− (a2 − x)fn(x)] =
a1 − a2
a1 − a2 fn(x) = fn(x).
LUKU 4. SOVELLUTUS DIFFERENTIAALIOPERAATTORIIN L(D) 35
Koska funktio fn(x) kuuluu avaruuteen C∞0 (I), joka on tihea¨ avaruudessa L2(I), niin jono (un)
sisa¨ltyy avaruuteen C2∗ (I). Osoitetaan seuraavaksi, etta¨ (un) on Cauchy-jono.
lim
n→∞ ||u− un||
2
0 = limn→∞
∫
I
∣∣∣∣∫
I
g0(x, s)f(s)ds−
∫
I
g0(x, s)fn(s)ds
∣∣∣∣2 dx
= lim
n→∞
∫
I
∣∣∣∣∫
I
g0(x, s)(f − fn)(s)ds
∣∣∣∣2 dx
≤ lim
n→∞
∫
I
(∫
I
|g0(x, s)|2ds
∫
I
|(f − fn)(s)|2ds
)
dx = 0,
koska ensimma¨inen integraali on a¨a¨rellinen ja toinen menee kohti nollaa, kun n kasvaa. Osoite-
taan, etta¨ (Dun) on Cauchy-jono. Positiivisille luvuille a ja b on voimassa
(a+ b)2 ≤ 2(a2 + b2),
joten pa¨tee
lim
n,m→∞ ||Dun −Dum||
2
0 = limn,m→∞
∫
I
∣∣∣∣ −ia2 − a1
[∫ x
a1
(a1 − s)fn(s)ds+
∫ a2
x
(a2 − s)fn(s)ds
−
∫ x
a1
(a1 − s)fm(s)ds−
∫ a2
x
(a2 − s)fm(s)ds
]∣∣∣∣2 dx
= lim
n,m→∞
1
(a2 − a1)2
∫
I
[∣∣∣∣∫ x
a1
(a1 − s)(fn − fm)(s)ds
+
∫ a2
x
(a2 − s)(fn − fm)(s)ds
∣∣∣∣2
]
dx
≤ lim
n,m→∞
2
(a2 − a1)2
∫
I
[∣∣∣∣∫ x
a1
(a1 − s)(fn − fm)(s)ds
∣∣∣∣2
+
∣∣∣∣∫ a2
x
(a2 − s)(fn − fm)(s)ds
∣∣∣∣2
]
dx
≤ lim
n,m→∞
2
(a2 − a1)2
∫
I
[∫ x
a1
|a2 − s|2ds
∫ x
a1
|(fn − fm)(s)|2ds
+
∫ a2
x
|a2 − s|2ds
∫ a2
x
|(fn − fm)(s)|2ds
]
dx = 0.
Jono (D2un) = (fn) suppenee, joten se on Cauchy-jono. Olemme osoittaneet, etta¨ funktio u
kuuluu avaruuteen H2(I) ja sen toiselle yleistetylle derivaatalle pa¨tee D2u = f. Viela¨ on osoitet-
tava, etta¨ funktio u kuuluu avaruuteen H10 (I). Koska joukko I on a¨a¨rellismitallinen avaruuden
IR osajoukko, kuuluu funktio u edella¨olevan todistuksen nojalla myo¨s avaruuteen H1(I). Meida¨n
on osoitettava, etta¨ itseasiassa funktio u saa nollasta eroavia arvoja vain joukon I kompaktissa
osajoukossa. Tarkastellaan hieman muunnettua Greenin funktioita
gn(x, s) =

s− a1 + 1n(a2−a1) , s ∈ [a1, a1 + 1n ](
a2−x
a2−a1
)
(s− a1), s ∈ (a1 + 1n , x](
x−a1
a2−a1
)
(a2 − s), s ∈ (x, a2 − 1n)
a2 − s− 1n(a2−a1) , s ∈ [a2 − 1n , a2]
.
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Ma¨a¨rittelemme jonon (fn) alkioiden avulla uuden jonon
u?n(x) =
∫
I
gn(x, s)fn(s)ds.
Jaetaan integraali osava¨leihin
u?n(x) =
∫ a1+ 1n
a1
gn(x, s)fn(s)ds+
∫ x
a1+
1
n
gn(x, s)fn(s)ds
+
∫ a2− 1n
x
gn(x, s)f(s)ds+
∫ a2
a2− 1n
gn(x, s)fn(s)ds.
Nyt toinen ja kolmas integraali ovat samat kuin todistuksen alkupuolella, joten meida¨n tarvitsee
tarkastella ainoastaan ensimma¨ista¨ ja viimeista¨ integraalia, eli mita¨ tapahtuu reunan la¨hella¨.
Nyt riitta¨va¨ ehto funktion u kuulumiselle avaruuteen H10 (I) on u = 0 reunalla. Tarkastellaan
funktiota gn(s, x) va¨lilla¨ [a1, a1 + 1n ]. Sen arvo on va¨lilla¨
1
n(a2 − a1) ≤ gn(x, s) ≤
1
n
(
1 +
1
a2 − a1
)
.
Samalla tavoin ka¨y va¨lilla¨ [a2 − 1n , a2]. Funktion gn arvo la¨hestyy nollaa, kun n kasvaa. Ta¨llo¨in
saadaan raja-arvoksi
lim
n→∞u
?
n(x) = limn→∞
∫ a1+ 1n
a1
gn(x, s)fn(s)ds = 0,
koska funktio fn la¨hestyy funktiota f ja
∫
(0 · f(s))ds = 0. Olemme osoittaneet, etta¨ funktio
u(x) =
∫
I
g0(x, s)f(s)ds
kuuluu operaattorin P ma¨a¨rittelyjoukkoon H10 (I) ∩ H2(I). Operaattori P−1 on avaruudessa
L2(I) jatkuva ja lauseen 4.2.5 mukaan Hilbert-Schmidt-operaattori. 2.
4.3 Operaattorin D(2,2) ka¨a¨nteisoperaattori
Tarkastelemme tulo-operaattoria L0 = P1P2 ja sen Friedrichs-jatkoa L.
Lause 4.3.1 Operaattori L0 on avaruudessa L2(R) symmetrinen ja multi-indeksilla¨ Γ∗ HΓ
∗
0 (R)-
elliptinen. Operaattorin L0 Friedrichs-jatkon L ma¨a¨rittelyjoukko on
D(L) = HΓ
∗
0 (R) ∩H2Γ
∗
(R)
ja sen Friedrichs-jatko L on itseadjungoitu.
Todistus Symmetria seuraa osittaisintegroinnilla funktioille u ja v avaruudesta C∞0 (R)
(L0u, v)0 = (D(2,2)u, v)0 = (u,D(2,2)v)0 = (u, L0v)0.
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Olkoon HΓ
∗
0 (R) ja L
2(R) kaksi kompleksista Hilbert-avaruutta. Avaruus HΓ
∗
0 (R) on upotettu
tihea¨sti ja jatkuvasti avaruuteen L2(R). Avaruus C∞0 (R) on avaruuden HΓ
∗
0 (R) tihea¨ aliavaruus.
Osittaisintegroinnilla ja Cauchy-Schwartzin epa¨yhta¨lo¨n avulla on funktioille u ja v avaruudesta
C∞0 (R) vakiolla c = 1 voimassa ma¨a¨ritelma¨n 3.2.3 ehto (1). G˚ardingin epa¨yhta¨lo¨ 3.2.3.2 on
avaruuden C∞0 (R) funktiolle u voimassa vakioilla p = 1 ja q = 0. Friedrichs-jatkon ma¨a¨ritelma¨n
3.2.11 mukaan on operaattorin L0 jatkon L ma¨a¨rittelyalue
D(L) = {u ∈ HΓ∗0 | ∃w ∈ L2(R) kaikille u, v ∈ HΓ
∗
0 , pa¨tee sL0(u, v) = (w, v)0}.
Jos jollekin funktiolle u avaruudestaHΓ
∗
0 on heikko derivaatta D
αu olemassa, missa¨ multi-indeksi
α kuuluu joukkoon 2Γ∗, voimme kirjoittaa ylla¨ olevassa operaattorin L ma¨a¨rittelyjoukossa
w = Dαu.
Ta¨ten on voimassa
HΓ
∗
0 ∩H2Γ
∗ ⊂ D(L).
Ma¨a¨ritelma¨n mukaan on voimassa D(L) ⊂ HΓ∗0 , joten on viela¨ osoitettava D(L) ⊂ H2Γ
∗
. Ol-
koon funktio u operaattorin L ma¨a¨rittelyjoukossa. On olemassa sellainen funktio w avaruudessa
L2(R), jolle on kaikille funktiolle v avaruudesta C∞0 (R) voimassa
(Dαu,Dαv)0 = (w, v)0.
Osittaisintegroinnin nojalla on kaikille funktioille u avaruudessa C∞0 (R) voimassa
(u,D2αv)0 = (w, v)0,
joten funktio w avaruudessa L2(R) on funktion u heikko derivaatta ja funktio u kuuluu ava-
ruuteen H2Γ
∗
(R). Operaattorin L0 symmetrisyydesta¨ seuraa Friedrichs-jatkon L itseadjungoi-
tuvuus.
Lause 4.3.2 Olkoon operaattorille L0 muodostettu Friedrichs-jatko L : D(L) → L2(R) bijek-
tio. Ka¨a¨nteisoperaattori L−1 : L2(R) → D(L) on jatkuva. Funktiolle f avaruudesta L2(R) on
voimassa
L−1f(x, y) =
∫
R
g(x, y; s, t)f(s, t)dsdt,
missa¨ g : R×R→ IR on Greenin funktio,
g(x, y; s, t) :=
1
(c− a)(d− b) ·

(s− a)(c− x)(t− b)(d− y), s ≤ x t ≤ y
(s− a)(c− x)(y − b)(d− t), s ≤ x t > y
(x− a)(c− s)(t− b)(d− y), s > x t ≤ y
(x− a)(c− s)(y − b)(d− t), s > x t > y
.
Koska funktio g kuuluu tuloavaruuteen L2(R×R), on L−1 Hilbert-Schmidt-operaattori.
Todistus Multi-indeksijoukolle Γ = {(1, 1)} on operaattori L0 on HΓ0 (R)-elliptinen. Friedrichs-
jatkojen P1 ja P2 ka¨a¨nteisoperaattorit P−11 ja P
−1
2 ovat lauseen 4.2.6 mukaan Hilbert-Schmidt-
operaattoreita. Integraalioperaattorin L−1 ydin g on rajoitettu ja se kuuluu avaruuteen L2(R×
R), missa¨ avaruuden IR2 osajoukko R on mitallinen. Ka¨a¨nteisoperaattori L−1 on avaruudessa
L2(R) jatkuva ja lauseen 4.2.5 mukaan Hilbert-Schmidt-operaattori. 2
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Lause 4.3.3 Olkoon multi-indeksijoukko Γ∗ = {(1, 1)} ja operaattoriin Lu = D(2,2)u liittyva¨n
Friedrichs-jatkon L ma¨a¨rittelyjoukko
D(L) = HΓ
∗
0 (R) ∩H2Γ
∗
(R).
Friedrichs-jatko L : D(L)→ L2(R) on positiivinen.
Todistus Funktiolle u joukosta D(L) on voimassa osittaisintegroinnin nojalla
(Lu, u)0 = (D(2,2)u, u)0 = (D(1,1)u,D(1,1)u)0 = ||D(1,1)u||2 ≥ 0,
joten itseadjungoitu ja symmetrinen operaattori L on positiivinen. 2
Lause 4.3.4 Operaattori L−1 on symmetrinen, positiivinen ja itseadjungoitu avaruudessa L2(R).
Todistus Olkoon mielivaltaisille funktiolle f ja g joukosta D(L−1) = L2(R) voimassa f = Lu ja
g = Lv, missa¨ funktiot u ja v kuuluvat operaattorin L ma¨a¨rittelyjoukkoon D(L). Operaattorin
L symmetrian nojalla pa¨tee
(L−1f, g)0 = (L−1Lu,Lv)0 = (u, Lv)0 = (Lu, v)0 = (f, L−1v)0,
joten operaattori L−1 on symmetrinen. Ka¨a¨nteisoperaattorin positiivisuus periytyy operaatto-
rilta L, koska pa¨tee
(L−1f, f)0 = (u, Lu)0 ≥ 0.
Lauseen 4.3.2 mukaan ka¨a¨nteisoperaattori L−1 on jatkuva, joten itseadjungoituvuuteen riitta¨a¨
(L−1v, v)0 ∈ IR,
kun funktio v kuuluu avaruuteen L2(R), mika¨ on voimassa positiivisuuden takia.
Lause 4.3.5 Operaattori L−1 on avaruudessa L2(R) kompakti
Todistus Operaattorilla L−1 on ma¨a¨rittelyjoukko D(L−1) = L2(R) ja arvojoukko
R(L−1) = D(L) = HΓ
∗
0 (R) ∩H2Γ
∗
(R).
Operaattori on jatkuva eli kuvaus avaruudesta L2(R) avaruuteen HΓ
∗
0 (R)∩H2Γ
∗
(R) on jatkuva.
Avaruus HΓ
∗
0 (R) on upotettu kompaktisti avaruuteen L
2(R), joten myo¨s avaruuden HΓ
∗
0 (R) o-
sajoukon upotus avaruuteen L2(R) on kompakti. Toisaalta jokainen Hilbert-Schmidt-operaattori
on kompakti. 2
4.4 Sa¨a¨nno¨llisyystuloksia
Kirjoitamme tehta¨va¨n 3.3.3 uudestaan operaattorille A. Siihen liittyva¨ seskvilineaarimuoto on
sA(u, v) = (Au, v)0. Olkoon R = (a, c)× (b, d) ja multi-indeksijoukko Γ = {(1, 1)}.
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Tehta¨va¨ 4.4.1 Etsi annetulle funktiolle f ∈ L2(R) kaikki sellaiset funktiot u ∈ HΓ0 , jotka
toteuttavat kaikille funktioille v ∈ HΓ0 yhta¨lo¨n
sA(u, v) = (f, v)0.
Lause 4.4.2 Olkoon seskvilineaarimuoto sA(·, ·) HΓ0 -koersiivinen ja tehta¨va¨ 4.4.1 yksika¨sittei-
sesti ratkaistavissa. Ta¨llo¨in on funktioon f ∈ H(s,t)(R) missa¨ pa¨tee s, t ∈ IN0, liittyva¨ ratkaisu-
funktio
u ∈ H(s+2,t+2) ∩HΓ0 (R)
ja on olemassa sellainen funktiosta f ∈ H(s,t)(R) riippumaton vakio cst ∈ IR+, jolle on voimassa
||u||s+2,t+2 ≤ c||f ||s,t.
Todistus Katso la¨hteesta¨ [5] lause 3.5 sivulla 196.
Lause 4.4.3 Jos lauseen 4.4.2 oletukset ovat voimassa luvuille k−[12n]−1 ≥ 0 ja f ∈ H(k,k)(R),
niin tehta¨va¨n 4.4.1 ratkaisufunktio
u ∈ Ck−[ 12n]+1(R) ∩HΓ0 (R).
Todistus Lauseen 4.4.2 perusteella on voimassa
u ∈ H(k+2,k+2)(R) ∩HΓ0 (R).
Koska pa¨tee H(k+2,k+2)(R) ⊂ Hk+2(R), on Sobolevin upotuslauseen (Adams [1] lause 5.4 sivulla
97) perusteella voimassa
u ∈ Ck−[ 12n]+1(R) ∩HΓ0 (R). 2
Luku 5
Ominaisarvotehta¨va¨
Olkoon ta¨ssa¨ luvussa e reaaliarvoinen funktio avaruudessa L∞(R) ja sen arvo e(x, y) 6= 0 koko
alueessa R = (a, c) × (b, d) ⊂ IR2. Lisa¨ksi olkoon f annettu funktio avaruudesta L2(R) ja λ
kompleksiluku. Tarkastelemme differentiaaliyhta¨lo¨a¨
Lu(x, y)− λe(x, y)u(x, y) = f(x, y). (5.1)
Operaattorin L ma¨a¨rittelyjoukko D(L) on HΓ
∗
0 (R)∩H2Γ
∗
(R), missa¨ multi-indeksijoukko Γ∗ on
{(1, 1)}. Etsimme sellaisia funktioita u avaruudesta D(L), jotka toteuttavat yhta¨lo¨n (5.1). Sellai-
sia kompleksilukuja λ, joille on olemassa ainakin yksi ratkaisufunktio u 6= 0 avaruudesta D(L),
kutsutaan yhta¨lo¨n (L−λE)u = 0 ominaisarvoksi. Funktiota u 6= 0 avaruudesta D(L) kutsutaan
ta¨llo¨in ominaisarvoon λ liittyva¨ksi ominaisfunktioksi. Luku λ = 0 ei ole ominaisarvo, koska yh-
ta¨lo¨lla¨ Lu = 0 on ta¨llo¨in yksika¨sitteinen ratkaisu u = L−10 = 0, silla¨ operaattori L on bijektio.
Ta¨ssa¨ luvussa osoitamme ensiksi, etta¨ operaattori L−1E ei ole itseadjungoitu. Lo¨yda¨mme kui-
tenkin itseadjungoidun operaattorin E
1
2L−1E
1
2 , jolla on samat ominaisarvot kuin operaattorilla
L−1E. Nyt voimme siis ka¨ytta¨a¨ itseadjungoidulle operaattorille olevia ominaisarvotuloksia.
5.1 Ma¨a¨ritelmia¨
Olkoon olemassa positiivinen vakio c, jolle melkein kaikkialla joukossa R pa¨tee |e(x, y)| ≥ c.
Ta¨llo¨in on olemassa funktio
e(x, y) :=
1
e(x, y)
,
joka on melkein kaikkialla joukossa R rajoitettu vakiolla 1c ja funktio e
 kuuluu avaruuteen
L∞(R). Koska funktio e kuuluu avaruuteen L∞(R), on olemassa vakio M = esssup h, jolle on
melkein kaikkialla joukossa R voimassa |e(x, y)| ≤M.
Ma¨a¨ritelma¨ 5.1.1 Ma¨a¨rittelemme Hilbert-avaruudessa L2(R) tulo-operaattorin E seuraavalla
tavalla. Operaattorin ma¨a¨rittelyjoukko on D(E) := L2(R) ja
Eu(x, y) := e(x, y)u(x, y)
kaikille funktioille u joukossa D(E).
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Operaattori E on lineaarinen. Lisa¨ksi se on rajoitettu, koska on voimassa
||Eu||20 =
∫
R
|e(x, y)u(x, y)|2dxdy ≤M2
∫
R
|u(x, y)|2dxdy = M2||u||20.
Olkoon Eu = e(x, y)u(x, y) = 0 melkein kaikkialla joukossa R. Koska funktion e arvo e(x, y)
on nollasta eroava koko joukossa R, on siis funktio u(x, y) = 0 melkein kaikkialla joukossa R
ja operaattori E injektio. Operaattori E on itseadjungoitu, jonka todistamiseksi riitta¨a¨ jatku-
vuuden perustella osoittaa, etta¨ operaattori E on symmetrinen. Koska funktion arvo e(x, y) on
reaalinen, pa¨tee
(Eu, v)0 =
∫
R
e(x, y)u(x, y)v(x, y)dxdy =
∫
R
u(x, y)e(x, y)v(x, y)dxdy = (u,Ev)0.
Operaattorin E kuvajoukko on L2(R). Valitaan mielivaltaisesti funktio v avaruudesta L2(R).
Ta¨llo¨in on funktion e oletusten perusteella voimassa
u(·) := e(·)v(·) ∈ L2(R) ja Eu(·) = e(·)u(·) = v(·).
Operaattori E : L2(R)→ L2(R) on siis bijektio. Ka¨a¨nteisoperaattorin E−1 ma¨a¨rittelyjoukko on
D(E−1) := L2(R) ja E−1v := u, kun funktio v = Eu kuuluu avaruuteen D(E−1). Ka¨a¨nteisope-
raattori E−1 on tulo-operaattori, koska funktiolle v avaruudesta D(E−1) on voimassa melkein
kaikkialla joukossa R
e(x, y)v(x, y) = e(x, y)Eu(x, y) =
1
e(x, y)
u(x, y)e(x, y) = u(x, y) = E−1v(x, y).
Koska on voimassa |e(x, y)| ≤M melkein kaikkialla joukossa R, niin pa¨tee myo¨s
|e(x, y)| =
∣∣∣∣ 1e(x, y)
∣∣∣∣ ≤ 1M <∞
melkein kaikkialla joukossa R. Samalla tavalla kuin operaattori E on ka¨a¨nteisoperaattori E−1
rajoitettu ja jatkuva.
5.2 Operaattoreiden L−1E ja E
1
2L−1E
1
2 ominaisarvot
Sovellamme yhta¨lo¨o¨n (L − λE)u = 0 bijektiivista¨ operaattoria −µL−1, missa¨ kompleksiluku
µ := 1λ ja λ 6= 0, eli
(L−1E − µI)u = 0.
Etsimme siis ominaisarvoja µ operaattorille L−1E. Kompleksiluku µ on ta¨sma¨lleen silloin ope-
raattorin L−1E ominaisarvo, kun kompleksiluku λ on yhta¨lo¨n
(L− λE)u = 0
ominaisarvo. Operaattori L−1E on ma¨a¨ritelty avaruudessa L2(R). Funktioille u ja Eu avaruu-
desta L2(R), koska operaattorin L−1 ma¨a¨rittelyjoukko D(L−1) on L2(R), on samaistus ma¨a¨ri-
telty ja¨rkeva¨sti. Koska operaattori L−1 on lauseiden 4.3.4 ja 4.3.5 perusteella itseadjungoitu ja
kompakti seka¨ operaattori E jatkuva, niin operaattoritulo L−1E on lemman 3.1.20 perusteella
kompakti.
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Lause 5.2.1 Operaattori L−1E, jonka ma¨a¨rittelyjoukko on D(L−1E) = L2(R), ei yleensa¨ ole
itseadjungoitu.
Todistus Koska operaattorit L−1 ja E ovat itseadjungoituja, on voimassa
(L−1E)∗ = E∗(L−1)∗ = EL−1.
Operaattori L−1E on siis ta¨sma¨lleen silloin itseadjungoitu, kun pa¨tee
EL−1 = L−1E.
Riitta¨a¨ osoittaa ristiriita, kun R = (0, 1) × (0, 1), e(x, y) = x + 1 ja u ≡ 1. Ta¨llo¨in on Greenin
funktiossa (4.4) g(x, y; s, t) voimassa a = b = 0 ja c = d = 1
(L−1E − EL−1)u(x, y) =
∫
R
g(x, y; s, t)e(s, t)u(s, t)dsdt− e(x, y)
∫
R
g(x, y; s, t)dsdt
=
∫
R
g(x, y; s, t)[e(s, t)− e(x, y)]u(s, t)dsdt =
∫ 1
0
∫ 1
0
g(x, y; s, t)(s− x)dsdt
= (1− x)(1− y)
∫ y
0
t
∫ x
0
s(s− x)dsdt+ (1− x)y
∫ 1
y
(1− t)
∫ x
0
s(s− x)dsdt
+ x(1− y)
∫ y
0
t
∫ 1
x
(1− s)(s− x)dsdt+ xy
∫ 1
y
(1− t)
∫ 1
x
(1− s)(s− x)dsdt
=
y2
2
(1− x)(1− y)
∫ x
0
(s2 − sx)ds+ y
2
(1− x)(1− y)2
∫ x
0
(s2 − sx)ds
+
xy2
2
(1− y)
∫ 1
x
(s− s2 − x+ sx)ds+ xy
2
(1− y)2
∫ 1
x
(s− s2 − x+ sx)ds
=
−x3y2
12
(1− x)(1− y)− x
3y
12
(1− x)(1− y)2
+
xy2
12
(1− y)(1− x)3 + xy
12
(1− y)2(1− x)3
=
xy
12
(1− x)(1− y)
[
y(1− x)2 + (1− y)(1− x)2 − x2
]
=
xy
12
(1− x)(1− y)(1− 2x).
Arvoilla (x, y) alueesta R on ylla¨ oleva lauseke vain arvolla x = 12 nolla, joten pa¨tee
EL−1 6= L−1E. 2
Luku µ = 0 ei ole operaattorin L−1E ominaisarvo, koska on olemassa funktio u ∈ L2(R), jolle
on voimassa
L−1Eu = 0,
eli Eu = L0 = 0 ja siten operaattorin E injektiivisyyden nojalla myo¨s u = 0. Operaattorin L−1E
kompaktisuuden perusteella voimme soveltaa lausetta 3.2.8 operaattoriin L−1E seka¨ yhta¨lo¨ihin
(L− λE)u = 0 ja (L− λE)u = f.
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Lause 5.2.2 Operaattorilla L−1E on avaruudessa L2(R) korkeintaan numeroituva ma¨a¨ra¨ omi-
naisarvoja µ ∈ C, joiden kasaantumispiste on 0. Yhta¨lo¨lla¨
(L− λE)u = 0
on korkeintaan numeroituva ma¨a¨ra¨ ominaisarvoja λ ∈ C \ {0}, joiden kasaantumispisteena¨ voi
olla ∞. Jokaiselle kompleksiluvulle λ, joka ei ole ominaisarvo, on yhta¨lo¨
(L− λE)u = f
mielivaltaiselle funktiolle f ∈ L2(R) yksika¨sitteisesti ratkaistavissa. Jokaisella ominaisarvolla
λ ∈ C on a¨a¨rellinen kertaluku.
Todistus Lause seuraa lauseesta 3.2.8 ja operaattorin L−1E ominaisuuksista. Lukua
µ = 0 ∈ σ(L−1E),
joka ei ole operaattorin L−1E ominaisarvo, vastaa luku λ = ∞ 6∈ C. Siten on yhta¨lo¨n spektri
sama kuin pistespektri ja kaikki muut luvut λ ∈ C kuuluvat resolventtijoukkoon. 2
Koska meida¨n tapauksessa on koko alueessa R voimassa e(x, y) > 0, voimme tarkastella
uutta operaattoria, jolla on samat ominaisarvot kuin operaattorilla L−1E, mutta joka on myo¨s
itseadjungoitu. Ma¨a¨rittelemme kerroinoperaattorin E
1
2 , jolla on ominaisuus E
1
2E
1
2 = E.
Ma¨a¨ritelma¨ 5.2.3 Ma¨a¨ritella¨a¨n kaikille pisteille x ja y alueesta R ja annetulle funktiolle e
uusi funktio e
1
2 : R→ C seuraavasti
e
1
2 (x, y) =
{ √
e(x, y), kun e(x, y) > 0
i
√−e(x, y), kun e(x, y) < 0 .
Ta¨llo¨in on voimassa e
1
2 (x, y)e
1
2 (x, y) = e(x, y).
Ma¨a¨ritelma¨ 5.2.4 Operaattorin E
1
2 ma¨a¨rittelyjoukko on D(E
1
2 ) := L2(R) ja
E
1
2u(x, y) := e
1
2 (x, y)u(x, y),
kun funktio u kuuluu joukkoon D(E
1
2 ).
Operaattori E
1
2 on lineaarinen, jatkuva, injektiivinen ja itseadjungoitu. Operaattorin E
1
2 ku-
vajoukko on L2(R) ja kuvaus E
1
2 : L2(R) → L2(R) on bijektio. Ka¨a¨nteisoperaattorin E− 12
ma¨a¨rittelyjoukko on D(E−
1
2 ) := L2(R) ja E−
1
2 v := u, kun v = E
1
2u ∈ D(E 12 ). Olkoon
e−
1
2 (x, y) :=
1
e
1
2 (x, y)
koko joukossa R. Ta¨llo¨in funktiolle v joukosta D(E−
1
2 ) on voimassa
e
1
2 (x, y)v(x, y) = e−
1
2 (x, y)E
1
2u(x, y) =
1
e
1
2 (x, y)
e
1
2 (x, y)u(x, y) = u(x, y) = E−
1
2 v(x, y).
Samalla tavoin kuin operaattori E−1 on operaattori E−
1
2 rajoitettu.
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Lause 5.2.5 Operaattori E
1
2L−1E
1
2 on positiivinen, itseadjungoitu ja kompakti.
Todistus Operaattoreista L−1 on kompakti ja E
1
2 on jatkuva. Lemman 3.1.20 mukaan on ope-
raattoreiden L−1 ja E
1
2 tulo kompakti. Operaattori E
1
2L−1E
1
2 on jatkuva. Itseadjungoituvuuden
todistamiseksi riitta¨a¨ osoittaa, etta¨ operaattori on symmetrinen. Funktiolle u ja v avaruudesta
L2(R) on voimassa
(E
1
2L−1E
1
2u, v)0 = (L−1E
1
2u,E
1
2 v)0 = (E
1
2u, L−1E
1
2 v)0 = (u,E
1
2L−1E
1
2 v)0.
Koska operaattori E
1
2 on itseadjungoitu ja L−1 positiivinen, on voimassa
(E
1
2L−1E
1
2u, u)0 = (L−1E
1
2u,E
1
2u)0 ≥ 0. 2
Lause 5.2.6 Kompleksiluku µ on ta¨sma¨lleen silloin operaattorin L−1E ominaisarvo, jos se on
operaattorin E
1
2L−1E
1
2 ominaisarvo. Operaattorin L−1E ominaisarvoon µ liittyy ominaisfunktio
u avaruudesta L2(R), jos E
1
2u avaruudesta L2(R) on ominaisfunktio operaattorin E
1
2L−1E
1
2
ominaisarvolle µ. Ominaisarvolla µ on sama kertaluku molemmille operaattoreille.
Todistus Olkoon kompleksiluku µ 6= 0, operaattorin L−1E ominaisarvo ja funktio u 6= 0 ava-
ruudesta L2(R), vastaava ominaisfunktio
L−1Eu = µu.
Koska operaattorin E
1
2 ma¨a¨rittelyjoukko on D(E
1
2 ) = L2(R) ja E = E
1
2E
1
2 , voimme kirjoittaa
E
1
2L−1E
1
2E
1
2u = µE
1
2u.
Koska funktion e arvo e(x, y) 6= 0 ja funktio u 6= 0, on
E
1
2u = e
1
2u 6= 0
ja siten kompleksiluku µ on operaattorinE
1
2L−1E
1
2 ominaisarvo ja E
1
2u vastaava ominaisfunktio.
Olkoon kompleksiluku µ operaattorin E
1
2L−1E
1
2 nollasta eroava ominaisarvo. Funktiolle v 6= 0
avaruudesta L2(R) on voimassa
E
1
2L−1E
1
2 v = µv.
Koska operaattorin E−
1
2 ma¨a¨rittelyjoukko on L2(R), voimme ka¨ytta¨a¨ operaattoria E−
1
2 . Lisa¨ksi
on voimassa
L−1E
1
2 v = µE−
1
2 v ja L−1EE−
1
2 v = µE−
1
2 v.
Koska funktio e on reaaliarvoinen ja e(x, y) 6= 0, on voimassa e 12 (x, y) 6= 0 ja e− 12 (x, y) > 0.
Koska funktio v 6= 0, E− 12 v = e− 12 v 6= 0 ja kompleksiluku µ on ominaisarvo operaattorille
L−1E ja E−
1
2 v vastaava ominaisfunktio. Luku µ = 0 ei ole operaattorin E
1
2L−1e
1
2 ominaisarvo.
Asetetaan
E
1
2L−1E
1
2u = 0
ja ka¨yta¨mme yhta¨lo¨o¨n pera¨kka¨in operaattoreita E−
1
2 , L−1 ja E−
1
2 . Na¨ma¨ operaattorit eiva¨t
muuta yhta¨lo¨n oikeata puolta. Koska saamme u = 0, ei ole olemassa yhta¨a¨n ominaisfunktiota
u 6= 0 ja µ = 0 ei ole ominaisarvo. Olkoon µ ∈ C \ {0} operaattoreiden L−1E ja E 12L−1E 12
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ominaisarvo. Operaattorin L−1E kompaktisuudesta johtuen on ta¨ha¨n operaattoriin liittyva¨lla¨
ominaisarvolla µ a¨a¨rellinen kertaluku. Samoin on operaattoriin E
1
2L−1E
1
2 liittyva¨lla¨ ominaisar-
volla µ a¨a¨rellinen kertaluku. 2
Kun koko alueessa R pa¨tee e > 0, voimme laajentaa lausetta 5.2.2. Olkoon IR+ := {a ∈ IR|a > 0}.
Lause 5.2.7 Koska funktio e on positiivinen, on jokainen operaattorin E
1
2L−1E
1
2 ominaisarvo
µ lauseen 3.2.10 perusteella positiivinen. Ta¨llo¨in on yhta¨lo¨lla¨
(L− λE)u = 0
vain positiivisia ominaisarvoja λ, joilla on a¨a¨rellinen kertaluku. Luvuille λ ∈ C \ IR+ ja niille
luvuille λ ∈ IR+, jotka eiva¨t ole ominaisarvoja, on yhta¨lo¨
(L− λE)u = f
mielivaltaiselle funktiolle f ∈ L2(R) yksika¨sitteisesti ratkaistavissa. Eri yhta¨lo¨n
(L− λE)u = 0
ominaisarvoihin liittyva¨t ominaisvektorit ovat keskena¨a¨n ortogonaaleja.
Todistus Lause seuraa operaattoreiden L−1E ja E
1
2L−1E
1
2 ominaisuuksista seka¨ lauseista 3.2.7
ja 3.2.10. Erikoisesti on operaattori E
1
2L−1E
1
2 itseadjungoitu ja positiivinen eika¨ luku µ = 0 ole
na¨iden operaattoreiden ominaisarvo. Tutkimme yhta¨lo¨n
(L− λE)u = 0
ominaisarvoille λ, minka¨laisille funktioille f ∈ L2(R) yhta¨lo¨
(L− λE)v = f (5.2)
on ratkeava ja miten yksika¨sitteinen se on funktiolle v ∈ D(L). Merkita¨a¨n A := L− λE, missa¨
pa¨tee
D(A) = D(L) = H10 (R) ∩H2(R),
ja kirjoitetaan vastaava seskvilineaarimuoto
sA(u, v) = (Au, v)0,
missa¨ funktiot u, v ∈ D(L). Ta¨lle seskvilineaarimuodolle on jokaiselle reaaliselle luvulle λ, siis
erityisesti ominaisarvoille, kiintea¨lla¨ reaaliarvoisella funktiolla e voimassa
sA(u, v) = (Tu, v)0 = (Lu− λe(·)u, v)0 = (Lu, v)0 − λ(e(·)u, v)0
= (u, Lv)0 − λ
∫
R
e(x, y)u(x, y)v(x, y)dx
= (u, Lv)0 − λ(u, e(·)v)0 = (u, Lv − λe(·)v)0 = sA(u, v).
Seskvilineaarimuodon sA avulla voimme kirjoittaa yhta¨lo¨n (5.2) kaikille funktiolle ψ ∈ C∞0 (R)
ekvivalentiin muotoon
sA(v, ψ) = (f, ψ)0. (5.3)
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Kun λ on ominaisarvo, voimme korvata esityksen (L− λE)u = Au = 0 ominaisvektorilla u 6= 0
sA(u, φ) = 0, (5.4)
missa¨ φ ∈ C∞0 (R). Kun sijoitamme yhta¨lo¨o¨n (5.4) funktion φ paikalle yhta¨lo¨n (5.2) ratkaisun
v ∈ D(L) ja yhta¨lo¨o¨n (5.3) ominaisvektorin u funktion ψ paikalle, saamme seskvilineaarimuodon
jatkuvuuden perusteella yhta¨lo¨parin
sA(v, u) = (f, 0)0 ja sA(u, v) = 0.
Koska seskvilineaarimuoto sA on hermiittinen, on voimassa
(f, u)0 = 0,
joten ominaisarvo λ antaa yhta¨lo¨lle (5.2) tasan silloin ainakin yhden ratkaisun v, kun funktio f
on ortogonaalinen yhta¨lo¨n
(L− λE)u = 0
ominaisarvoja kohti. Ta¨ma¨ ratkaisu v on mielivaltaisella ominaisvektorilla kertomista vaille yk-
sika¨sitteinen ominaisarvolle λ. 2
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